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Editorial

Reflexiones sobre la practica
docentey el aprendizaje de la
matematica, teniendo como base la
investigacion cientifica en Educacion
matematica

Martha Isabel Fandino Pinilla y Bruno
D’Amore

e decenios nuestra disciplina Educacién

matematica esinternacionalmente recono-

cidayaceptadacomo untemadeinvestiga-

cién cientifico. Existen centros universita-
rios de investigacion, revistas de investigacion, congresos
en los cuales se proponey se debate la investigacién en
Educacion matematica.

Nuestra disciplina es ensefiada en los cursos univer-
sitarios de Matematica, prevé licenciaturas, grados de
diferentes tipos, especializaciones, maestrias, doctorados
y post doctorados. Se siguen los usuales procedimientos
tipicos de las ciencias: arbitros para exprimir juicios sobre
lo que los investigadores desean publicar, debates, en
ocasiones profundos, diversas teorias que se confrontan
entre si, ... Existe también una historia de la Educacién
matematica, que consideramos tenga su inicio en los afios
70 -’80 en Europa, pero que hoy tiene interpretaciones
criticas diversas, serias, técnicas, como sucede con todas
las teorias cientificas que se respeten.

Sin embargo... Tal vez porque estamos hablando sélo
de algunos decenios, encontramos aln hoy estudiosos

(incluso respetables investigadores en otros campos),
docentes, directores o dirigentes de instituciones educati-
vas, politicos, que no entienden, que no saben distinguir,
gue nunca hanintentado nisiquiera estudiar la cuestién
o tratar de entender la problematica, que confunden el
sustantivo “Didactica” (incluso se esta explicitamente
relacionado con unadisciplina “dura” como la Matematica)
con Pedagogia, o con actividad de ensefianza, o con horas
de docencia, o con la disponibilidad de explicar a los
estudiantes el proprio saber ... Este fendmeno, que se
puedeimputaralaignorancia, es de hecho muy difundido.

Ahora bien, TODOS los autores llamados en esta oca-
sion para conformar este nimero de la revista, son afir-
mados investigadores en el tema Educacion matematica
entendida como disciplina cientifica, algunos con un
nombre que es reconocido a nivel mundial, otros estan
iniciando el recorrido como investigadores pero queya han
manifestado una gran capacidad para estudiar e investigar
problematicas relacionadas con esta disciplina cientifica.

La casa Editorial Magisterio de Bogota esta por pre-
sentar al publico una media docena de nuevos textos
todosinherentes a la Educacion matematica, de diversos
autores, algunos de los cuales estan presentes en este
numero especial de la revista Magisterio; y nos pidio
de preparar un nimero especial por presentar NO al
restringido publico de técnicos, de los especialistas, de
los investigadores, sino que se le hable al vasto publico
de los docentes quienes cada dia afrontan el delicado e
importante problema de la “transposicién didactica”, es
decir la transformacién de su “Saber” (de adulto, por lo
general alcanzado gracias a los cursos universitarios) en un
“saber de ensefiar”, por tanto adaptado a los estudiantes



de los cursos de formacion basica, jovenes inexpertos,
para quienes es necesario, Util, y esperado socialmente
un determinado saber matematico. Todo esto teniendo
en cuenta el hecho de que la Matematica ensefiada deber
ser aprendida y no sélo escuchada, por tanto, se deben
decidir no sélo los temas, sino también, modos, evalua-
ciones, modalidades de gestion docente y modalidades
de analisis de todo lo aprendido.

Esta es la razdn de la coleccion de ideas que estamos
presentando, todas estas dirigidas al fendmeno complejo,
interesante, magico, de las relaciones entre el Saber, el
saber de ensefiar, el saber aprendido, una de las temati-
cas que han dado origen a nuestra disciplina, tal vez de
forma ingenua inicialmente, pero después siempre mas
con un caracter cientifico, técnico, analitico, investigativo.

Los investigadores invitados por nosotros acepta-
ron de inmediato, entendiendo el sentido profundo y
necesario de este evento: ofrecer a los lectores no tanto
resultados de investigacion, temas cientificos, analiticos
que se deducen de los resultados de investigacién, sino
reflexiones de ensefianza - aprendizaje sobre la escuela
real, en los diversos paises (y son tantos los aqui represen-
tados), reflexiones NO debidas al sentido comun, que de
estas tenemos tantas todos los dias (de parte de pseudo
inventores de “métodos innovativos milagrosos”, por lo
general banales o contraproducentes), sino basadas en
la relacién cotidiana y directa con los docentes de los
cursos de formacidn basica o universitaria que no son
investigadores pero que deben / deberian conocer los
resultados de investigacion para asi ayudarles a estruc-
turar eficazmente el propio trabajo.
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A estos docentes va dirigido este trabajo, a los que
entendieron la importancia, desde un punto de vista
profesional, de tener en cuenta los resultados de la inves-
tigacion en Educacion matematica, a los que tienen el
valor de tomar un libro, una revista, leerlos, comentar-
los, aunque s6lo sea entre siy siy decidir si vale la pena
transformar el analisis y las observaciones de los expertos
de la disciplina en un trabajo cotidiano, para ver cémo
se transforma su actividad en aula en algo profesional,
técnicoy no quedarse en laimprovisacién, para ver cdmo
se convierte en algo eficaz, serio, pleno de éxito.

En el agradecimiento a los colegas investigadores por
haber aceptado nuestra invitacion, agradecemos también
alos lectores quienes tomaran conciencia de la necesidad
de informarse, de leer, de discutir, de rechazar, de hacer
propias las ideas aqui presentadas, signo tangible, cual-
quiera que sea su actitud, de profesionalidad.

Agradecemos también a la casa editorial Magisterio
por la idea profesional de publicar estos libros, y por
hacerlos llegar tanto a investigadores como a los docentes
de cursos de formacion basica o universitarios; asi como
por laidea de realizar este nUmero especial de la revista,
que llegara a las manos de los docentes de Matematica
que tienen como tarea la de hacer que los estudiantes
aprendan Matematica.

Docente: jel trabajo mas bello del mundo!

RIM 12212024
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Modelo argumentativo Nyaya
y razonamiento deductivo

Miglena Asenova'




Resumen

neste articulo se examinan las caracteristicas
del modelo argumentativo nyaya, con el fin
de establecer unvinculo con el razonamiento
deductivo, haciendo referencia al analisis del
funcionamiento cognitivo de los procesos demostrativos
en matematica.
Palabras clave: nyaya, demostracién, argumentacion,
razonamiento deductivo, generalizacién.

Introduccion

Uno de los problemas mas controvertidos en la evolu-
cion del curriculo de Matematica tanto en Italia como en
otros paises es el relacionado con la introduccion de los
estudiantes en la actividad didactica de la demostracion
(Boero et al., 1996; Stylianides, 2007; Durand-Guerrier,
2012; Asenova, 2019). Mientras que algunos académicos no
consideran que la demostracion esté vinculada con un nivel
escolar particular (por ejemplo: Stylianides, 2007), otros
subrayan el caracter propedéutico de la argumentacion
para iniciar la demostracién (por ejemplo: Boero et al.,
1996), considerando esta Ultima como un caso particular
de la argumentacién (Durand Guerrier et al., 2012a), mas
adecuado para niveles escolares superiores.

Incluso en las Indicaciones Nacionales italianas para el
primer ciclo de formacién (MIUR, 2012) parece compartirse
la idea de que, en el nivel de secundaria inferior, y mas
aun en el nivel de la escuela primaria, no es apropiado
hablar de demostracion en su mas amplio sentido logico,
sino que resulta adecuado introducir a los estudiantes
en el razonamiento matematico a través de la argumen-
tacion y reservar la demostracion para niveles escolares
posteriores. Este hecho esta vinculado al menos con dos
aspectos diferentes: la demostracion obedece a dictados
l6gicos mucho mas estrictos y estos dictados logicos
requieren una cierta madurez cognitiva para ser captados
y comprendidos y existen diferentes tipos de funciones
que, desde el punto de vista de un sujeto, las proposicio-
nes dentro de una produccién discursiva (Duval, 2007)
se pueden realizar y que también estas funciones tienen
ciertos requisitos cognitivos.

En particular, este ultimo aspecto nos lleva a considerar
la importancia de la estructura de las producciones dis-
cursivas argumentativas y demostrativas y el papel que
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éstas pueden tener para apoyar o no la transicion desde
un estilo argumentativo mas pragmatico, ligado al uso de
ejemplos, etc., a un estilo deductivo.

De hecho, como subraya Balacheff (1999), adherirse a
una concepcién mas que a otra de argumentacién o de
demostracion conduce necesariamente a posiciones dife-
rentes respecto de lo que la argumentacion puede repre-
sentar en el contexto de la accién didacticay en particular
en referencia a la demostracion, pero también es cierto
que la estructura que se cree que tiene una demostracion
o una argumentacion afecta significativamente los analisis
de las producciones discursivas de los estudiantes (Duval,
1992-1993; D’Amore, 2005; Asenova, 2022, 2023).

El proposito de este articulo es examinar las caracteris-
ticas de un modelo argumentativo particular: el modelo
nyaya (cuyo nombre traducido significa “légica”), nacido
en el siglo1d.C., dentro de la escuela filosofica india del
mismo nombre, mostrando cémo puede representar un
puente entre un tipo de argumentacion pragmatico e
inductivoy el estilo argumentativo deductivo clasico de la
Matematica. En este sentido, se examinan las caracteris-
ticas de la argumentacion nyaya, tratando de establecer
siy en qué sentido son compatibles con el razonamiento
deductivo.

Para la caracterizacion de la nyaya y su papel en el
analisis de las proposiciones discursivas de los estudiantes
nos remitimos a D’Amore (2005), donde se examinan los
argumentos matematicos espontaneos de estudiantes
de secundaria, mostrando como estos a menudo reflejan
una estructura muy similar a la nyaya. Para el analisis
de la estructura nos referiremos a los trabajos de Duval,
relacionados con el analisis del funcionamiento cognitivo
y lacomprension de los procesos matematicos de prueba
(Duval, 1992-93; 2007).

La argumentacion nyaya

Segun la escuela filosofica india Nyaya, que desarrollé
un conjunto de reglas para la especulacién racional, el
conocimiento falso es una de las causas que impide al ser
humano salir del mundo del sufrimiento; el pensamiento
recto es, en este sentido, una herramienta indispensable
paralograr la liberacién. La nyaya estuvo, por tanto, estre-
chamente vinculada con la concepcidn ética y religiosa
de la corriente filoséfica del mismo nombre. Sin embargo,
el Nyaya-sutra de Gautama, del siglo I. d. C., en donde

RIM 12212024



10 | Tema central

se expone la estructura légica de lo que se consideraba
“razonamiento recto”, es un auténtico tratado de légica.
Veamos mas de cerca este modelo argumentativo, desta-
cando sus herramientas y su esquema de razonamiento.
Para esto seguimos a D’Amore (2005).

La nyaya reconoce unaimportancia preeminente a los
siguientes cuatro “medios de conocimiento”: el testimonio,
la analogia, la percepcion y la inferencia.

El testimonio incluye todo lo que se considera digno de
fe, como por ejemplo las oraciones, la revelacion divina,
la historia transmitida, etc. La analogia es una forma de
razonamiento que nos permite definir un objeto en funcién
de su similitud con otros. Este concepto corresponde, en
la logica aristotélica, con la definicidn por género proximo
y diferencia especifica o por las definiciones mediante el
paso al cociente. La percepcidn es la relacion entre el objeto
(sensible) y laimagen que tenemos de este. La Nyaya tiene
unaimpronta practicay empiristay por tanto no deberia
sorprender que le dé gran importancia a la percepcion; sin
embargo, no debemos pasar por alto el hecho de que para
esta doctrina el intelecto también representa un sentido
y es por tanto un medio de percepcion.

@

Es un modelo
argumentativo que
permite interpretar en
una unica estructura
tanto los aspectos
vinculados con la
conjetura (con fuertes
referencias al uso de
la analogia), como los
aspectos vinculados
con la deducciony el
uso de ejemplos.

Lainferencia es finalmente lo que se puede considerar
“el silogismo nyaya” y tiene la siguiente estructura:

1. la afirmacion (no demostrada); es la declaracion de lo
que se quiere demostrar;

2. razon;

3. la proposicién o enunciado general, seguida de un
ejemplo;

4. laaplicacién, también llamada segunda asercion;

5. laconclusién (D’Amore, 2005, pp. 5-6).

En los siguientes parrafos examinamos las caracteris-
ticas de la argumentacion nyaya, tratando de establecer
cuales son sus vinculos con el razonamiento deductivoy
cdmo se relaciona con la generalizaciény el uso de ejem-
plos en Matematica.

Argumentacion Nyaya y el razonamiento
deductivo

En este parrafo examinamos el esquema argumentativo
nyaya recurriendo al analisis de las caracteristicas de las
proposiciones verbalizadas propuesto por Duval (1992-93;
2007). Para este propésito, consideramos la naturaleza
de las proposiciones que estan involucradas (o pueden
estar involucradas) en una argumentacion, la naturaleza
de lainferencia a nivel localy la estructura del argumento
a nivel global.

Duval (2007) distingue entre contenido, valor y estatus
de una proposicion verbalizada. La dimension de contenido
se refiere a los objetos del discurso y puede serinformativa
(proporciona informacién sobre objetos o situaciones) o
tedrica (proporciona informacion sobre relaciones entre los
objetos o las situaciones). La dimension de valor se refiere
a la relacion de la proposicién y lo que ésta enuncia. El
valor de la proposicién verbalizada puede ser epistémico
(obvio, absurdo, posible, probable, etc.), légico (verda-
dero, falso, indecidible) o comunicativo (orden, promesa,
pregunta, etc.). Finalmente, la dimension estatal de una
proposicion verbalizada se refiere a su relacién con otras
proposiciones verbalizadas en el discurso en su conjunto.

Veamos ahora cémo estas clasificaciones pueden ayu-
darnos a analizar la estructura del esquema argumentativo
nyaya asi como a interpretarlo tanto desde un punto de
vista pragmatico como desde un punto de vista deductivo.

Como ya se menciono, nyaya es una logica que surge
con una intencion especulativa y la argumentacion que



produce es de caracter pragmatico, es decir, vinculada a la
explicacion racional de fendmenos que pueden caer bajo
los sentidos. Sin embargo, las proposiciones involucradas
en este tipo de argumentacién son proposiciones cuya
verdad (o falsedad) se pretende demostrar y, por tanto,
tienen unvalor de verdad logico. Aunque su contenido es
informativo, esimportante sefialar que en el modelo nyaya
hay una referencia expresa a la necesidad de verdad (o
deveracidad) y nosélo a un grado de plausibilidad de las
premisas de la proposicién involucrada (ver al respecto
el penultimo paso de la inferencia, el de la segunda afir-
macion).

Centrémonos ahora en la naturaleza de la inferencia
desde el punto de vista local. Al tratarse de un modelo
argumentativo con un fuerte vinculo con la realidad sen-
sible, la implicacion “si... entonces...” de la inferencia en
cada una de las proposiciones es de tipo causal y no de
tipo légico (por tanto, no se trata de implicaciones mate-
riales). Sin embargo, en la inferencia nyaya la verdad de la
premisa se examina expresamente y este hecho permitiria
una posible ampliacién del significado a todos los casos
de valores de verdad asignables a la premisay por tanto
al conectivo logico “si... entonces” (D’Amore, 2001).

Educacion matematica | 11

En nuestra opinion podemos afirmar que los enuncia-
dostomados en consideracion por el modelo argumenta-
tivo nyaya pueden tener un valor epistémico tedricoy no
sélo normativo; de hecho, en esta, la ley (o proposicion)
general garantiza efectivamente su valor de verdad.

Ademas, desde el punto de vista del papel de una pro-
posicion en cada paso inferencial, es posible notar cémo
en el modelo nyaya esta tiene una tarea bien definida, en
referencia a su accién como premisa, como conclusién o
como un tercer enunciado (mas precisamente como una
generalizacién de lo particular).

Examinemos ahora el papel de una proposicién en la
organizacion global del discurso, es decir, en relacion con
otras proposiciones. A primera vista, siguiendo el anali-
sis de Duval, se podria pensar que en el esquema nyaya
las proposiciones tienen un estatus normativo (se hace
referencia a opiniones autorizadas, etc.) y no tedrico. Sin
embargo, el hecho de que la argumentacién nyaya consi-
dere entre los medios de conocimiento tanto el testimonio
(con fuertes referencias a una autoridad trascendente)
como la percepcion no excluye que tales testimonios
puedan tener el papel de axiomas en un sistema que hace
referencia a un cierto tipo de racionalidad.

RIM 122 12024
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Por lo tanto, la argumentacion nyaya representa una
estructura argumentativa que nos permite atribuir un esta-
tus tedrico a las proposiciones involucradas, suponiendo
que se establezca un sistema apropiado de racionalidad.
Nada impide que esta racionalidad sea la de una teoria
matematica. Finalmente, podemos notar la presenciade la
clausura del “silogismo” en la argumentacion nyaya, que
en realidad no representa mas que un ejemplo de la regla
de “... modus ponens extendida al calculo de predicados,
una operacién légicamente correcta y esencial para el
funcionamiento de ese silogismo...” (D’Amore, 2005, p.
7). Por tanto, la conclusién de un paso puede convertirse
en la premisa del siguiente, creando asi una estructura
sin lagunas desde el punto de vista légico.

@

Para la caracterizacion de

la nyaya y su papel en el
analisis de las proposiciones
discursivas de los estudiantes
nos remitimos a D’Amore
(2005), donde se examinan
los argumentos matematicos
espontaneos de estudiantes de
secundaria, mostrando como
estos a menudo reflejan una
estructura muy similar a la

nyaya.

El papel de la generalizaciony los
ejemplos en el modelo argumentativo

nyaya

Consideremos otros dos aspectos de la estructura
argumentativa nyaya examinada aqui, que tienen cierta
importancia tanto desde el punto de vista tedrico como
didactico: el uso del concepto de generalizacién y el uso
de ejemplos.

La generalizacion llevada a cabo en la formulacion del
enunciado general del esquema nyaya es claramente de
caracter inductivo y no se explican claramente las reglas
que se deben seguir para llevarla a cabo. Probablemente
el concepto de generalizacion en el sistema de referencia
nyaya sea muy diferente del de generalizacién en Matema-
ticay se basaen un cierto numero de ejemplos observados
o hipotizables, que involucran los “medios de conoci-
miento” contemplados (ver al respecto D’Amore, 2005,
también sobre ejemplos concretos de estudiantes que
utilizan espontaneamente esta estructura argumentativa).

Lainduccién Nyaya es, naturalmente, completamente
diferente del principio de induccién en Matematica, y qui-
zas represente su aspecto “mas débil”, desde el punto de
vista légico en el sentido moderno. Sin embargo, también
aquinada nosimpide imaginar, en este punto del esquema,
el uso de una generalizacién légicamente correcta, cuyo
fracaso demostraria la falsedad de la proposicién. Ademas,
si examinamos detenidamente la estructura del modelo
nyaya, podemos notar como el silogismo “verdadero”, es
decir, el que corresponde a un paso deductivo (asumiendo
una generalizacion correcta), es sélo la dltima parte de la
inferencia, mientras que los pasos anteriores sirven para
que el sujeto se familiarice con lo que necesita demostrar.
En este sentido, la generalizacién adquiere aqui el aspecto
de una verdadera conjetura, nacida del examen de un
numero determinado de casosy, sobre todo, del examen
de posibles analogias con otros casos ya conocidos. En
el mismo sentido también podemos evaluar el hecho de
que al inicio la posicion de la tesis y la hipotesis estan
invertidas respecto al orden requerido en el razonamiento
deductivo. Los pasos que preceden a la construccién del
enunciado general representan, por tanto, una busqueda
experimental preliminar de los enunciados y de los con-
ceptos que deben intervenir en el paso deductivo.

Finalmente, hagamos algunas consideraciones sobre
eluso de ejemplos. Los ejemplos esencialmente no tienen
relacion con el razonamiento deductivo, mientras que se



tienen en gran consideracion en el razonamiento nyaya.
Sin embargo, si examinamos la estructura del esquema
nyaya, podemos observar que el ejemplo que se debe dar
para respaldar la afirmacién general no tiene un papel
“vital” en la estructura: de hecho, podemos imaginar
eliminar la referencia a ejemplos y, sin embargo, el razo-
namiento nyaya seria ldgicamente correcto; de hecho, en
esa filosofia el ejemplo tiene principalmente una funciéon
de anclar a la realidad, de limitar el razonamiento pura-
mente especulativo.

Conclusiones

Con base en lo anterior, podemos afirmar que tras un
analisis cuidadoso el modelo argumentativo nyaya revela
una estructura muy versatil y llena de potencial desde el
punto de vista didactico. Es un modelo argumentativo
que permite interpretar en una Unica estructura tanto los
aspectos vinculados con la conjetura (con fuertes referen-
cias al uso de la analogia), como los aspectos vinculados
con ladeducciony el uso de ejemplos. Por lo tanto, puede
considerarse una herramienta adecuada para describir
tanto argumentos pragmaticos como demostraciones
reales, como lo demuestra la investigacion propuesta por
D’Amore (2005), en la cual tanto estudiantes que proporcio-
nan una demostracién aceptable, desde una perspectiva
matematica, como estudiantes que aportan argumentos
no validos utilizan espontaneamente el modelo nyaya.
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Resumen

n este articulo se presentan algunos casos
empiricos de la tesis doctoral sobre las proble-
maticas semibticasen las representacionesde
los conjuntos infinitos en la practica docente,
que surge de la falta de conciencia semidtica, conocimiento
consciente sobre los sistemas de representaciones que
se movilizan en la actividad matematica y que es espe-
cifica de la semibtica, que presentan los docentes en la
construccion cognitiva del objeto matematico “infinito”
y “conjuntos infinitos”.
Palabras clave: conciencia semiética, representaciones
semioticas, problemas semiéticos, conjuntos infinitos,
ensefanza-aprendizaje.

En homenaje a nuestro grande investigador, maestroy
precursor de la Didactica de la Matematica Guy Brousseau
(1933-2024):

La tarea de dar una primera obra de sintesis sobre la
didactica de la matematica era una tarea importante
pero dificil y delicada [...] Usted la cumplié de manera
brillante.

Otro mérito de su obra es el hecho de constituir una
base indispensable para avanzar en el estudio de la
didactica de las diferentes nociones matematicas: el
numero, el dlgebra, la geometria, la estadistica, etc.

[...]

Una vez mas lo felicito -pero que digo, le agradezco-
por hacer conocery vivir la didactica de la
matematica, y le deseo un gran éxito a sus elementos.
(D’Amore, 1999/2006, p. 14; Carta de Brousseau a
D’Amore del 08 de octubre de 1999).

Las diferentes investigaciones que se han realizado
sobre el proceso de ensefianzay aprendizaje de los conjun-
tos infinitos (Fischbein, Tirosh, & Hess, 1979; Duval, 1983;
Moreno & Waldegg, 1991; Arrigo & D’Amore, 1999, 2002;
Tsamir, 2000; Arrigo, D’Amore & Sbaragli, 2011; Becerra
Galindo, 2020) evidencian dificultades en los estudiantes
respecto a su construccion cognitiva. Estas dificultades
estan asociadas a la dificultad objetiva de los estudiantes
frente a le tematica del infinito (que constituye un obsta-
culo epistemoldgico (Brousseau, 1983)) como se concluye
en lainvestigacién de Arrigo, D’Amorey Sbaragli (2011),y a
latematica general de la formacién de una noética frente
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a representaciones semidticas como es propuesto por
Duval (1993, p. 38, en la traduccion D’Amore, 2002) “(...) de
un parte, el aprendizaje de los objetos matematicos sélo
puede ser un aprendizaje conceptual y, de otra parte, es
sélo através de representaciones semioticas que es posible
una actividad sobre los objetos matematicos” (paradoja
de Duval), y que es consolidado por Duval (1995/1999, p.
15) con su hipoétesis “no hay noesis sin semiosis”.

A continuacién, se documentan casos empiricos de
algunos problemas semioticos y la falta de conciencia
semidtica que presentan los docentes al elegir las repre-
sentaciones para la construccion cognitiva de los conjuntos
infinitos.

Representacion auxiliar

Ladocente D, propone a sus estudiantes de grado once
(11') la representacion auxiliar de la figura 1, para explicar
los conjuntos de los nimeros reales, después de la clase
seindaga a sus estudiantes lo aprendido en laclase de la
docente DZLgenera' ndose, entre otras, las representaciones
auxiliares de la figura2y 3.

@

[...] como raza
humana, conocemos
la representacion de
los nimeros reales
desde los niumeros
racionales y niumeros
irracionales, lo que se
salga de ahi hasta ahora
es desconocido, el que
sea desconocido no
significa que no exista.
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Figura 1. Representacion auxiliar del conjunto de los nUmeros
realesD,,.

o
F 3 N PR

Fuente: Docente D, (2019).

En este caso especifico de la eleccion de la represen-
tacion auxiliar de los conjuntos numéricos por parte de
la docente D, (figura 1), se presenta una problematica
semidtica desde el “saber matematico” (Becerra Galindo,
2017,2018,2020,2021,2023; Becerra Galindo & Font, 2019),
ya que al elegir la representacion auxiliar del libro de texto
Aciertos matematicos 8 (Duefias, Garavito & Lara, 2007), la
docente D, norealiza un analisis critico a nivel semioticoy
s6lo opta por tomar la transposicién didactica elegida por
el autor del libro asimilandose a este (Arrigo et al., 2011).

En la entrevista hecha a la docente D, se evidencia
totalmente los problemas y dificultades con la
representacioén auxiliar, asi:

[...]1[63]: Qué pasaria si un estudiante pregunta: Si

yo tengo un punto [se sefiala con un punto negro en

la representacién auxiliar del conjunto R, figura 2]

en este espacio, ;Qué numero es?; la docente D21
responde [64]: “Yo le podria decir que es un nimero
real, que no hace parte de los nimeros irracionales, ya
que no esta adentro del conjunto, que no hace parte
de los nimeros racionales, porque no esta dentro de
la representacién de los nimeros racionales, y que el

Figura 2. Representacion auxiliar del conjunto de los niUmeros
realesE,,.

Fuente: Estudiante E,, (2019).

Figura 3. Representacion auxiliar del conjunto de los nUmeros
realesE,,.
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Fuente: Estudiante E,, (2019).

hombre todavia no lo conoce, porque losss [titubea],
nosotros mismos como seres humanos, como raza
humana, conocemos la representacién de los nimeros
reales desde los nimeros racionales y nimeros
irracionales, lo que se salga de ahi hasta ahora es
desconocido, el que sea desconocido no significa que
no exista” [en conversaciones anteriores establecia
que este punto era un nimero imaginario]. (Becerra
Galindo, 2020, pp. 285-286)

Con respecto a la figura 3, cuando se le pregunta a la
docente D, porlarepresentacion auxiliar de la estudiante
E,, establece que: “Es una representacion que no sirve
para la construccién de los niumeros reales (), porque
los numeros irracionales () no contienen a los niUmeros
racionales ()” (Becerra Galindo, 2020, p. 216); ademas,
la docente D, al ver las representaciones y escuchar los
audios de sus’estudiantes, argumenta que

[...] “no existe una claridad en la representacion

de los numeros irracionales, ya que los estudiantes
presentan mucha confusién en el nimero irracional
como interseco o no, como que esta aparte, pero no, a



veces como que lo meten con los numeros racionales,
y aunque esta a parte de los nUmeros racionales, lo
ponen al mismo nivel de los niUmeros reales”. (Becerra
Galindo, 2020, p. 216)

Conrespecto a la conceptualizacién delinfinito a partir
de las representaciones realizadas por los estudiantes, se
realiza la siguiente pregunta ala docente D, : ¢ Lainfinidad
la representa la recta, el ocho acostado y los conjuntos?
ella argumenta que

“En los conjuntos no [sefala la representacién
auxiliar de los conjuntos realizada por ella, figura

1]. O sea, si yo represento los numeros enteros con
una, se entiende todo lo que se sabe, incluyendo

a los estudiantes, si la representa el gran sistema

de los nimeros enteros y es infinito, pero si esta
representacion [nuevamente sefiala su representacion
auxiliar, figura 1] representa infinidad, para mi [la
docente se queda pensando un tiempo], pues sabe
que si podria representar un conjunto infinito,

porque es que si se habla de, se hablaria de enteros

y los nimeros enteros son un conjunto infinito; sin
embargo, la infinidad es mucho mas clara en la recta,
pero ahora que reflexiono, pues el solo hecho de ver la
, implica una infinidad, porque se esta representando
un conjunto que es infinito”. (Becerra Galindo, 2020,
pp. 219-220)

En este caso, la docente D,, inicialmente afirma que
en la representacién auxiliar de los conjuntos no existe
lainfinidad y no seria una representacion de un conjunto
infinito, pero después de evidenciar que “ representa
el gran sistema de los nimeros enteros y es infinito”, la

Figura 1. Representacion auxiliar del conjunto de los nimeros
realesD, .

Fuente: Docente D, (2019).
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docente D, sedacuentaque larepresentacion auxiliarde
conjunto es una representacién de un conjunto infinito,
porque los numeros enteros son un conjunto infinito; pero
en este caso ladocente D, define al conjunto infinito como
“Aquel que tiene infinitos elementos que hacen parte de
él” (Becerra Galindo, 2020, p. 220), esta interpretacion
esta relacionada con elinfinito potencial, que no permite
la construccién cognitiva de los conjuntos infinitos que
necesita un infinito actual.

A partir de la evidencia, discusién y analisis respecto
a la representacion auxiliar de los conjuntos numéricos,
que es un pequefio ejemplo del analisis cualitativo de la
tesis doctoral (Becerra Galindo, 2020), se evidencia que la
docente D,, no cuenta con los elementos necesarios desde
la semiotica para realizar un analisis critico en la eleccidn
de la representacion auxiliar de los conjuntos numéricos,
lo quelleva a generar dificultades en el aprendizaje de sus
estudiantes sobre la conceptualizacion del conjunto de los
numeros reales y los conjuntos infinitos, que se evidencia
en las representaciones de las figura 2 y 3 realizadas por sus
estudiantes, ademas de la conceptualizacién del infinito
que presenta la docente.

Representacion simbdlica

El docente D,, propone a sus estudiantes de grado
noveno (9') la representacion simbdlica de la figura 4, para
explicar los conjuntos de los niUmeros reales, después de
la clase se indaga a sus estudiantes lo aprendido en la
clase del docente D, generandose, entre otras, las repre-
sentaciones simbdlicas de la figura 5y 6.

Figura 2. Representacion auxiliar del conjunto de los nimeros
realesE,,.

DL
1::"'"'\.' N - W g
[ "'\_F'Il et

Fuente: Estudiante E,, (2019).

Figura 3. Representacién auxiliar del conjunto de los nimeros
realesE,,.
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Fuente: Estudiante E,, (2019).
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Inicialmente, se muestra al docente D , un segmento
de video de la entrevista hecha a los estudiantes sobre
el tipo de representacion que ellos realizan de forma
simbdlica (figura 5y 6), el docente se centra en la infor-
macién del siguiente fragmento de la entrevista hecha a
sus estudiantes:

@

[...] elinvestigador pregunta

;Cual es la diferencia de los

puntos suspensivos en 0,33...y
3,14968...7, E, responde: “Que en
el nimero 3,14968... los puntos
suspensivos son numeros que

no se repiteny en 0,333... en los
puntos suspensivos se repite el
mismo numero, y por eso le pongo
la raya”, entonces le pongo los
puntosy laraya, E , responde: “Si,
le pongo los puntosyy la raya, los
puntos significa que este se repite
infinitamente y este de aca [sefala
3,14968...] no porque este no se
repite”, se pregunta ;No dice que es
infinito?, E | responde: “Si, pero no
se repite”. (Becerra Galindo, 2020,
p. 159)

El docente D, al ver y escuchar la discusion de los
estudiantes de los puntos suspensivos establece que hay
un error didactico, asi: “Sin embargo, ahi esta el error
didactico de los tres puntos que uno no lo explica” (Becerra
Galindo, 2020, p. 159), refiriéndose a los puntos suspen-
sivos como infinitos pero que en las representaciones
decimales se comportan de forma diferente como el caso
de 0,33...y 3,14968..., ademas, de si se pone la raya y
los puntos suspensivos en el que se repite infinitamente.

Siguiendo con la entrevista, se le explica al docente D,
que este fragmento de la entrevista se refiere a la diferen-
ciacion entre los nUmeros racionales eirracionales y lo que
ocurre con los puntos suspensivos, el docente D , afirma:

“Me quedé con la pregunta, si se repite los numeros
del decimal 3,14322450 [video minuto 3:30] en caso
de los nimeros irracionales ;Qué pasa?, si, yo veo
que no se van a repetir, pero entonces los digitos

son 14322450, si ellos ven que es la secuencia, ya, si

0 si es un numero que no se puede volver a repetir,
porque entonces tendrian unos numeros limitados, si,
entonces seria un decimal exacto” (Becerra Galindo,
2020, p. 160)

Por Ultimo, se le pregunta al docente D | si este tipo
de representaciones son abordadas en clase, el docente
D,, reflexiona y afirma: “Interesante la parte de los tres
puntos, no lo habia tenido en cuenta en la clase” (Becerra
Galindo, 2020, p. 160).

En este apartado de la entrevista, el docente D,, reco-
noce que no aclara lo de los puntos suspensivos, que
comete este tipo de errores (didacticos) dando por hecho
que los estudiantes lo comprendeny no tiene en cuenta las
diferentes representaciones de los puntos suspensivos en
la clase, por lo tanto, es evidente, que los estudiantes no
tienen claridad de lo que significan los puntos suspensivos
en las representaciones decimales, generando dificultades
y errores (como lo establece el docente D, ).

Estos dos ejemplos de casos empiricos sobre la con-
ciencia semidtica, de muchos otros, para la construccion
del objeto matematico conjunto infinito, nos permite
establecer que los docentes presentan una falta de con-
ciencia semidtica cuando:

— No presentan, discuten y reflexionan en clase sobre las
representaciones auxiliares y simbdlicas, que eligen
y las realizadas por sus estudiantes, para construiry



obtener las correctas representaciones del conjunto
de los nimeros reales y de los conjuntos infinitos.

— No reconocen los problemas semioéticos, en las
representaciones elegidas, que no permiten la
construccion conceptual de los niUmeros reales, ni
de los conjuntos infinitos, ratificando una vez mas
la hipotesis de Duval (1995/1999) “no hay noesis sin
semiosis”.

— No realizan un analisis epistémico, ni historico sobre
el objeto matematico infinito y conjuntos infinitos,
para su conceptualizaciéon, como es propuesto en
el trabajo pionero de Guy Brousseau (1986) donde
establece que no solo los estudios en historia, sino los
de epistemologia de la matematica son importantes
porque contribuyen a la practica educativay ala
investigacion en educacion matematica.
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Resumen

nestearticulo presentamos unabreverevisién
actualizada sobre las creenciasy concepcio-
nes de los profesores de matematicasy sus
cambios en cursos de formacién continuada.
Asimismo, mostraremos algunos resultados parciales de
un proceso de formacion de profesores, desarrollado en
el marco de una estancia postdoctoral, en donde obser-
vamos cambios en sus concepciones sobre el disefio de
situaciones para el aprendizaje de la proporcionalidad.
Los datos provienen de una propuesta de trabajo basada
en la socioepistemologia que pretendia generar discu-
siones sobre el redisefio del discurso Matematico Escolar
(dME) en estudiantes de maestria.
Palabras clave: creencias y concepciones, cambio de
concepciones, socioepistemologia, formacién de profe-
soresy proporcionalidad.

Introduccion

En muchas investigaciones sobre las creencias y con-
cepciones (Bohorquez & D’Amore, 2018; Bohdrquez, 2013,
2014,2020; Calleja, 2022; Lau, 2022; Swan & Swain, 2010)
se encontré que algunos autores manejan los términos
creenciasy concepciones como sinénimos. Sin embargo,
otros autores sefialan que son diferentes tipos o niveles
de conocimiento y que por lo tanto forman parte del
conocimiento profesional del profesor. Contreras y Cli-
ment (1999), por ejemplo, consideran que el término
creencias ha tenido (y tiene) diferentes usos y significa-
dos: creencias, sistema de creencias, reflexiones a priori,
ideologias y teorias implicitas. En la actualidad existen
diversas consideraciones sobre los términos creenciasy
concepciones (Bahgivan & Aydin, 2020; Calleja, 2022; Luft
etal., 2022; Vesga-Bravo et al., 2022) y se han presentado
propuestas sobre el cambio concepciones y su relacion
con la practica.

Las creencias

El término “creencias” proviene del latin “credére”
(Bohorquez, 2014, 2016) y se define como “tener por
cierto una cosa que el entendimiento no alcanza o que
no esta comprobada o demostrada” (RAE, 2001). Sobre las
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creencias Shulman et al. (1989) establecen que son mas
discutibles que el conocimiento y estdn mas abiertas al
debate. Estos autores afirman que las creencias del pro-
fesorson de dos tipos dependiendo de si estan referidas a
la matematica como disciplina cientifica (que influyen en
el contenido que se ensefiay en la forma de ensefarlo) o
a la matematica como objeto de ensefianza-aprendizaje
(que influiran en la orientacién que el profesor da a la
materia que ensena).

Thompson (1992) establecié que una caracteristica
fundamental de las creencias es que pueden considerarse
segun la variacion en el grado de conviccidn, pues quien
cree puede arraigarse a su punto de vista o por otro puede
considerar una afirmacién de un asunto como mas pro-
bable o no. De igual manera, esta autora afirma que las
creencias, usualmente, incluyen sentimientos afectivos y
evaluaciones, memorias de experiencias personales vivi-
das, supuestos sobre la existencia de entidades y mundos
alternativos los cuales no son abiertos a la evaluacién
externa o examinacion critica. Thompson (1992) asegura
que las creencias no estan consensuadas, independien-
tes de su validez y estan caracterizadas por una falta de
acuerdo sobre cémo son evaluadasy juzgadas.

Las concepciones

Ponte (1994) establecié que las concepciones pueden
considerarse el fondo organizador de los conceptosy que
se constituyen como “mini-teorias”. Este autor, considerd
que las concepciones condicionan la forma de abordar
las tareas y ligadas a ellas estan las actitudes, las expec-
tativasy el entendimiento que cada sujeto tiene de lo que
constituye su papel en una situacion dada.

Garcia et al. (2006) establecieron que las concepciones
de los docentes son una estructura que cada profesor de
matematica da a sus conocimientos para posteriormente
ensefarlos a sus estudiantes. Estos autores consideran que
algunas caracteristicas de las concepciones del profesor
forman parte del conocimiento y actian como filtros
en la toma de decisiones e influyen en los procesos de
razonamiento. Pehkonen (2006), por su parte, relaciona
las creencias con las concepciones. Este autor, define las
concepciones como las creencias conscientes. De esta
manera, las concepciones forman un subgrupo de las
creencias (Pehkonen, 2006).

RIM 12212024



22 | Tema central

Cambio de las concepciones de los
profesores de matematicasy su
relacion con las practicas

Calleja (2022) encontrd que la interaccién entre las
creencias y practicas de los profesores de matematica
se han investigado ampliamente. Estas investigaciones
se han centrado en examinar como las concepciones de
los profesores sobre la matematica, la ensefianza y el
aprendizaje cambian cuando participan en el desarrollo
profesional continuo (DPC). Varios autores indican que
las iniciativas de DPC a menudo intentan desarrollar las
practicas de los docentes en el aula para mejorar el apren-
dizaje de los estudiantesy, en el proceso, recopilar datos
sobre las concepciones de los profesores de matematica
durante su experiencia de DPC. Ejemplo de este tipo de
investigaciones son las de Polly et al. (2014); Swany Swain,
(2010) y Tuan et al. (2017).

Tuan et al. (2017) aseguran que los profesores deben
sentirse insatisfechos con sus concepciones sobre la ense-
fnanza, deben tener tiempo para experimentar nuevas
concepciones de forma poder comprenderlas y encon-
trar oportunidades para practicar personalmente con
estas concepciones de la ensefianza de las matematicas.
Ademas, de la posibilidad de verificar si estas concepcio-
nes sobre la ensefianza son mas fructiferas y Gtiles. Esta
perspectiva de cambio de concepcién del aprendizaje de
los docentes es similar al modelo de cambio conceptual
(CCM) originado por Posner et al. (1982).

Los estudios de Calleja (2022), Tuan et al. (2017), de
Polly et al. (2014), Caner et al., (2013) y Laferriére et al.
(2006) han indicado que combinar enfoques presenciales
y basados en la web (mediados o virtuales) pueden crear
un entorno poderoso para que los docentes mejoren sus
practicas docentes. Estos estudios justifican que disefia-
ramos una propuesta de formacién continuada de profe-
sores que vinculara sesiones presenciales, mediadas por
la plataforma Zoom y la creacion de un espacio virtual de
almacenamiento de tareas, documentos y grabaciones
de las sesiones.

Eldiserio del espacio de formacion continuada se funda-
mento en los principios de la teoria socioepistemolégica,
la normatividad de la practica social, la posibilidad de
generar nuevos caminos de construccién social del cono-
cimiento matematico (Balda, 2022), entre otros aspectos.
El principio fundamental de este espacio era que los pro-

fesores cambiaran su relacion con el saber en la busqueda
de reconocer otras posibilidades de implementacién en su
practica. ELCDP lo conformaron 12 sesiones (6 presenciales
y 6 remotas) con 10 profesores en ejercicio que realizan la
maestria en Educacién (énfasis en educacién matematica)
de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas.

Analisis y resultados
Diseno inicial propuesto por los profesores

En la primera sesién de clase se les pidio a los profe-
sores que disefiaran una situacién de aprendizaje de la
proporcionalidad. Estos disenos iniciales presentados por
los profesores del curso se evidencié una amplia influen-
cia de lo establecido en el discurso Matematico Escolar
habitual. Una de las planeaciones propuesta por el grupo
A, se presenta a continuacion.

Inicio:
1. Seinicia la clase preguntando a los estudiantes: ;Qués
ignifica que dos cosas son proporcionales?
2. Se presentan ejemplos de situaciones de la vida diaria
en las que se observa la proporcionalidad como:
— Sicompro 2 manzanas por $1.000, ;cuanto
costardn 4 manzanas?
— Siun carro recorre 100 kilbmetros en 1 hora,
icuantos kilometros recorrera en dos horas?
— Seles pide a los estudiantes que identifiquen la
variable dependiente y la variable independiente
en cada ejemplo.

Desarrollo:

1. Sedivide la clase en grupos pequenosy se le entrega a
cada grupo una actividad diferente para resolver.

2. Las actividades pueden ser:
— Completar una tabla de proporcionalidad.
— Graficar una situacion de proporcionalidad.
— Resolver un problema de proporcionalidad.

3. Los grupos trabajan en equipo para resolver las
actividades y luego presentan sus resultados al resto
de la clase.



Conclusion:
1. Serealiza una lluvia de ideas para resumir los
concepos aprendidos sobre la proporcionalidad.
2. Seles pregunta a los estudiantes: ;En qué otras
situaciones de la vida diaria podemos encontrar la
proporcionalidad?
3. Seasigna una tarea para realizar en casa como:
— Buscar ejemplos de proporcionalidad en
periédicos o revistas.
— Inventar un problema de proporcionalidad y
resolverlo.

Fuente propia, Disefio inicial de los profesores grupo A

En el disefio presentado por los profesores del grupo A
las actividades son muy similares a los disefios habitua-
les. Las preguntas propuestas priorizan la memorizacion
y los problemas (en realidad ejercicios) no introducen al
estudiante al desarrollo del pensamiento proporcionaly
posiblemente no permitan el transito por diversas formas
de pensamiento.
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Diseno final propuesto por los profesores

Los profesores hicieron un analisis de las dimensiones
del saber durante el desarrollo del curso. En la reflexion
que hicieron al contrastar su practica con el instrumento
que les fue entregado sobre modelos del pensamiento
proporcional (Reyes-Gasperini, 2016) indagaron acerca
del surgimiento de la nocion de proporcion. También,
analizaron como la nocién de proporcion vivia en ciertas
culturas y aunque diferia de lo propuesto por Euclides
coincidia en laidea de reconocer a la comparaciéon como
emergente social permanente en todos los contextos, esto
con relacién a la dimensién epistemolégica.

En cuanto aladimension social los profesores tuvieron
en cuenta la propuesta de Balda (2022). Esto les permitié
que vieran la idea de planeacion de una manera mas
amplia por medio de un cambio de relacién con el saber.
Esto se pudo evidenciar en la sesién 6 en donde los profe-
sores discutian sobre sus disefos inicialesy lo que hacian
hasta ese momento.
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Profesora A: Hicimos un andlisis a través de las dife-
rentes dimensiones [propuestas en la socioepistemologia
y descritas en Balda (2022)], pero, por ejemplo, también
buscamos como planeaciones que se hayan hecho para ver
qué estructura era, porque nosotros lo planeamos como
momentos, y deciamos como que, entonces, ;como reali-
zamos esto? [...] Entonces, como que buscamos algunos
referentes en los que ya se hubiera tratado [...].

Profesora B: [...] nosotros también comenzamos a mirar,
como pensando directamente desde una situacion signifi-
cativa, y desde ahi cémo ibamos a entrelazar las demds
dimensiones, entonces ahi empezamos a mirar, bueno,
;qué deberiamos empezar? ;qué es lo que queremos ver
en los estudiantes? Entonces, deciamos, bueno, iniciamos
conlo de comparar, y ahivamos avanzando y asi nos vamos
haciendo que ellos vayan avanzando en los modelos y en
los pensamientos proporcionales [...]

Profesora C: Pero ;como comenzarnos a preguntar?
Zy esto qué errores epistemoldgicos puede hacer un nifo?
;0 qué cosas puede ser que no estemos viendo que es
importante colocar y ver y analizar desde lo dialéctico,
desde lo epistemoldgico? Y también, por ejemplo, que-
riamos ver de qué forma estaba ese objeto matemdtico
en la aplicacion en un contexto, ¢si? De la vida cotidiana.

En discusion anterior es posible observar que la pro-
blematizacion dio una mirada mas amplia al proceso de
planeacion. Los participantes presentaron propuestas
robustas con momentos que buscaban un transito entre
los diferentes modelos de pensamiento proporcional
determinados por procesos factuales y procedimentales
hasta llegar a la resignificacién.

Reflexiones finales

En esta investigacion partimos de la idea socioepis-
temoldgica de asumir que es necesario el estudio de la
naturaleza del saber matematico ensefiado como proble-
matica principal para atender a un cambio significativo
en los procesos de planeacion. Coincidimos con Calleja
(2022) en que es posible cambiar las concepciones de
los profesores sobre las matematicas, la ensefianza y el
aprendizaje cuando participan en el desarrollo profesional
continuo (DPC).
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Resumen

ehacenalgunasconsideracionesacercadelas
relacionesentrelaensefanzadelageometria
y la ensefanza del dibujo, tanto desde una
perspectiva cultural como desde el aspecto
didactico.
Palabras clave: didactica del dibujo, didactica de la
geometria, relaciones entre dibujo y geometria.

Larelacién entre la practica del dibujo y el aprendizaje
de la geometria puede contemplarse desde diferentes
perspectivas, como ocurre con todas las cuestiones rela-
tivas a la enseflanza y al aprendizaje de la matematica.

Alo largo de los anos se han propuesto diversos mar-
cos tedricos para investigar el papel de las figuras, su
percepciény su realizacién. Basta con mencionar aqui los
nombres de Raymond Duval, Colette Laborde, Ephraim
Fischbein, Jill Larkin, Patricio Herbst y muchos otros, por
no hablar de los ingenuos primeros intentos de los Van
Hiele y otros precursores.

A continuacion, las reflexiones de los docentes y las
experiencias de los profesores se entrelazan en contex-
tos nacionales y locales especificos, con la elaboracion
de planes de estudios, la produccion de materiales y la
formacién de profesores. El caso italiano es emblematico
para la relacion entre dibujo y geometria.

El problema es especialmente importante hoy en dia,
porque la practica del dibujo geométrico se ha visto revo-
lucionada por la aparicion de programas informaticos de
geometria dinamica, desde los primeros Cabri o Cindere-
lla hasta el hoy hegemonico Geogebra, por no hablar de
herramientas mas avanzadas. También podemos imaginar
que las nuevas herramientas (impresoras y boligrafos 3D,
creaciony manipulacién de imagenesvirtuales, uso de la
inteligencia artificial, ...) intervendran cada vez mas en
este escenario.

En Italia, por ejemplo, el dibujo geométrico suele ense-
farlo el profesor de educacion técnica o de dibujo,y no el
de matematica. Por supuesto, las técnicas informaticas
también las ensefia un profesor especifico. Integrar o
incluso simplemente reunir ensefianzas (y profesores) de
areas diferentes nunca es facil.

Las finalidades de la ensefianza son diferentes: por
ejemplo, la idea de construccion aproximada es muy dife-
rente para el profesor de técnica que para el de matema-
tica. El dibujo en perspectiva requiere (e histéricamente
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ha contribuido a crear) una geometria muy refinaday muy
interesante, pero el alumno apenas se encuentra con esta
en las clases de matematica: la geometria del espacio en
Italia se abandona muy pronto.

Asi pues, merece la pena estudiar el caso de como ha
evolucionado en lItalia el debate sobre la relacion entre
geometria y disefo. Una primera consideracién es que
la ensefianza de la matematica en las escuelas italianas
siempre ha ido acompanada de debates, a veces muy
acalorados, sobre las cuestiones basicas relativas a la geo-
metria: ;geometria del plano y/o geometria del espacio?
;Métodos analiticos o métodos sintéticos? ;Herramienta
de trabajo o camino para la formacion del pensamiento?

Estas preguntas, a su vez, apuntan a otra aun mas
general: jcudles larazén de ser de la ensefianza de la geo-
metria? La eleccién de los “padres fundadores” (grandes
matematicos como Luigi Cremona, Francesco Brioschi,
Luigi Casoratiy otros) fue reservar a la geometria un papel
exclusivamente formativo en el liceo clasico (la puntadela
piramide en la que se organizaba la escuela), y asignarle
un papelinstrumental a medida que se “descendia” en la
escala escolastica.

Desde el inicio de la historia de las escuelas italianas,
también se ha trazado una clara linea divisoria, a partir de
los diezafios de los alumnos, en los planes de estudioy en
la practica, entre las escuelas denominados gimnasios-li-
ceos y las escuelas técnicas. La diferencia de objetivos
se traduce en una diferencia de planes de estudios, pero
también en una diferencia de técnicas de ensefianza. En
las escuelas técnicas, se recomienda basar la ensefianza
de la geometria en consideraciones grdfico-intuitivas, cul-
tivando un rigor que no es propiamente cientifico, sino el
rigor propio de la intuicion.

Desde el principio, por tanto, el disefio sélo encontré su
lugar en los “niveles inferiores” de la escolarizacién: en la
educacion infantil (hasta los diez afios) y en la ensefianza
técnica, que en Italia siempre se ha considerado “menos
noble” que la educacion basada en la cultura clasica.

En 1922-23, con la reforma disefiada por el filésofo
Giovanni Gentile, el “Liceo Clasico” se convirtio en la cUs-
pide del sistema escolar italiano. La reforma de Gentile
sigue constituyendo, cien afios después, el marco funda-
mental del sistema escolar italiano. Mas que un modelo
organizativo, constituye el “imprinting” fundamental de
profesores, politicos, lideres de opinion. Este es el modelo
que constituye el telon de fondo de todos los debates,
aunque no siempre nos demos cuenta.
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En este modelo, no hay dibujo en el Liceo clasico, ni
siquiera en las horas en las cuales se habla de arte. El arte
se contempla. Eluso del dibujo en geometria se minimiza
porque el razonamiento sélo necesita el dibujo como
muleta. El valor educativo de la matematica reside en que
es un “gimnasio para la mente”, no en su valor cognitivo.
Por eso, en el bachillerato “clasico”, donde la matematica
sélo debe tener un papel formativo, la geometria es casi
exclusivamente la de Euclides.

Estaidea, desde un punto de vista estrictamente logico,
tiene raices profundasy paradé6jicamente una coherencia
propia con la evolucion epistemolégica de la matematica
(basta releer algunas paginas de Jean Dieudonné para
darse cuenta de esto).

En 1964, un matematico implicado en los problemas
de la ensefianza, como Carlo Felice Manara, escribia que
los dibujos s6lo son una ayuda para la debilidad humana
y que su unica funcion es ayudar al lector a sequir el razo-
namiento; en el razonamiento propiamente dicho no deben
tener ningtin papel.

Enrealidad, las cosas no son tan sencillas. Mas bien se
piensa hoy en dia que el razonamiento geométrico es tan
importante porque no se reduce al mero ejercicio de la
deduccién: es un razonamiento rico, en el que intuicion
y deduccién interactian continuamente, y del que la
construccién de figuras y el trabajo sobre ellas es parte
integrante. Como escribe Fulvia Furinghetti: el dibujo,
entendido como construccion de la figura geométrica, ...
es una especificidad de la geometria, importante como
herramienta de aprendizaje que cataliza informaciones
y competencias. La actividad grafica contribuye directa-
mente a la construccién del conocimiento, no es sélo una
aplicaciéon de conocimientos ya adquiridos.

En lasescuelasitalianas, sin embargo, estas ideas, que
vienen de lejos, que también podriamos llamar miscon-
cepciones, siguen impregnando todos los aspectos. A
pesar de que ya es un hecho compartido que la actividad
representacional es una de las principales vias a través
de las cuales se construye una conciencia incluso racio-
nal de la percepcion de las propiedades de la realidad, a
menudo se cultiva el dibujo sin profundizar en sus aspec-
tos matematicos; el alumno pierde asi la posibilidad de
vincular de manera racional su experiencia visual y su
actividad representacional.

De hecho, ya se habia alzado una importante voz a
contracorriente a principios del siglo XX. Giovanni Vailati,
destacado matematico y filésofo, figura central de la

culturaitaliana de principios del siglo XX, intent6 tender
un puente entre ambas disciplinas. Trabajé intensamente
en la “Comisién Real para la Ordenacion de los Estudios
Secundarios”, creada por el ministro Bianchi en 1905.
En 1909, la Comisién presentd un proyecto general de
reforma escolar (que incluia la creacién de un primer ciclo
de secundaria unificado, algo que no se haria realidad
en Italia sino hasta los afios sesenta) y también especi-
ficé programas e indicaciones metodolégicas. Vailati se
inspira, en este trabajo para dirigirse al publico mas amplio
posible, en las reflexiones del Congreso Internacional
de Matematicos en 1909, para decir que: «En relacion
con la geometria, un primer punto fundamental, en el
que me parece que los programas actuales de nuestros
institutos de ensefianza secundaria deben mejorarse, es
el de la conexidn, que no se establece en absoluto, entre
la ensefanza elemental de la geometria y los ejercicios
de dibujo».

La idea central contenida en el proyecto de Valiati es
que el aprendizaje de la geometria no debe limitarse al
conocimiento de nombres y férmulas (algo que hoy en
dia se considera obvio), sino que pasa fundamentalmente
por la exploraciény la reflexién sobre las propiedades de
las figuras, y esta exploracién se realiza también a través
del dibujo. Esta idea es especialmente importante hoy
en dia, si pensamos en las posibilidades de exploracion
que permiten los programas informaticos de geometria
dindamica (y a cdmo nos permiten pasar de la exploracion
a la demostracion).

En el mismo congreso mundial de matematicos, quizas
también respondiendo a los estimulos de Vailatiy de Fede-
rigo Enriques, matematicos de diferentes paises (entre
ellos Henri Fehr, fundador de la revista L’Enseignement
Mathématique) también hablaron sobre el mismo tema,
mostrando cémo eran posibles experiencias diferentes
del camino emprendido por la escuela italiana.

Las cosas, sin embargo, no cambiaron en lItalia ni
siquiera en las décadas siguientes, entre otras cosas porque
el planteamiento posterior de Giovanni Gentile iba a ser
inatacable. En 1949 Luigi Brusotti escribia que: «<En algunos
programas la ensefianza del dibujo geométrico se confiaba
al mismo profesor de matemadtica; en general, sinembargo,
era responsabilidad del profesor de dibujo. Surge entonces
la oportunidad de establecer conexiones y acuerdos entre
los dos cursos, en beneficio comun y para no crear antitesis
entre nomenclaturas discordantes o entre construcciones
diferentes, cuidando de que las construcciones aproximadas



introducidas en el curso de dibujo sean siempre declaradas
explicitamente como tales».

Reducir el pensamiento geométrico al mero papel de
ejemplo de pensamiento logico ha llevado a perder de vista
su riqueza de significados, que aumentaba enormemente
su potencial formativo. En particular, ha llevado a pasar
por alto el potencial formativo de la geometria del espa-
cioy todo lo que implica, especialmente el pensamiento
geométrico en el espacio. Todo esto se descuido, hasta el
punto de estar ausente, en la ensefianza en las escuelas
italianas. Un gran matematico e intelectual como Bruno
De Finetti escribid en los afios sesenta que: «el hecho de
que pueda ser util (y esto puede ser discutible) ilustrar a
menudo los hechos geométricos sobre el caso del plano o
sobre ejemplos en el plano y sobre figuras simples como los
triangulos, no puede justificar la idea de limitarse durante
meses o afios a hablar sélo de geometria plana o incluso de
triangulos, permitiendo que la idea de geometria se dete-
riore y se vuelva mezquina, limitdndose a casos banales y
provocando la pérdida de la intuicidn espacial».

El paso de la riqueza de la experiencia, visual, tactil y
psicomotora, a la representacion mentaly la conceptua-
lizacidén requiere una representacién fisica como paso
intermedio, y esto ocurre principalmente a través del
dibujo, cuya practica se va estructurando gradualmente
hasta organizarse también en el dibujo geométrico.

;Han cambiado las cosas en los ultimos cincuenta
anos? Ciertamente, a nivel institucional, en los planes
de estudios “previstos”, las cosas son diferentes hoy en
dia. Los objetivos de aprendizaje definen claramente el
papel de las representaciones y de las actividades de
representacion en todos los niveles escolares. Sin embargo,
la transicion de los planes de estudios «previstos» a los
«aplicados» nunca es facil, especialmente en una situacion
en la que los planes de estudios y las practicas no han
cambiado desde hace casi cien afos. La impronta de la
que habldbamos se ha grabado muy profundamente.

Lo que dificulta un cambio real, en el contexto italiano,
es que este cambio en los programas escolares no ha
sido seguido (o0 no ha precedido) de un cambio en los
cursos de formacion de los profesores. La ensefianza de
la geometria descriptiva hace tiempo que desapareci6 de
los planes de estudios universitarios, y muy poco queda
(cuando queda) de la geometria proyectiva. En general, la
“algebrizacion” de la geometria es un hecho consolidado.
Por supuesto, esto es totalmente sensato a nivel universi-
tario, pero significa que los estudiantes que en breve van
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aser “transformados” en profesores de secundaria no han
tenido normalmente ninguna oportunidad de desarrollar
la intuicién geométrica y aprender a pensar geométrica-
mente, y mucho menos a razonar en el espacio. Asi pues,
resulta muy dificil para profesores y alumnos imaginar
siquiera que es posible otra geometria, una geometria
que no sea la de los triangulos o el calculo de volumenes
de figuras solidas.

Esperemos que este relato haya mostrado sucinta-
mente, en un caso particular, la complejidad de las rela-
ciones entre tendencias culturales, contextos ideolégicos,
reflexiones tedricas y de campo, opciones politicas y
muchos otros elementos (podriamos utilizar la palabra
noosfera), todos factores los cuales repercuten en tltima
instancia en el trabajo diario de los profesores.

Notas

1 Nucleo de Investigacion en Didactica de la Matematica, Departamento
de Matematica, Universidad de Bologna. Faculty of Education, Free
University of Bozen - Bolzan.
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Resumen

oda observaciény analisis de las estrategias
ingenuas en matematica logradas por ninos
enedad preescolarofreceelementospreciosos
sobre la génesis de las ideas matematicas
y el desarrollo de las ideas matematicas de cada nifio en
particular. Aqui se relatan algunos episodios significativos
durante algunas experiencias de geometria llevadas a
cabo con nifios de jardin de infancia de 5 afios de edad.
Palabras clave: geometria, preescolar, comunicacion,
aprendizaje ingenuo, terminologia espontanea.

Descripcion de la experiencia

En Angeli y colegas (2011/2023) en referencia al pre-
escolar, Bruno D’Amore escribe esta frase: “si el nifio se
involucra, la matematica que surge espontaneamente es
mucha” (p. 27). Es unafrase contundente, que siempre ha
despertado mi curiosidad y estimulado muchas preguntas:
pero... ;cudnto? Y... jque? ... jtanto como?

En 2018, tuve la oportunidad de realizar un experi-
mento en un preescolar italiano que el afo precedente
habia acogido un curso de actualizacion impartido por
el profesor D’Amore con una parte de taller - laboratorio
coordinado por Giovanni Giuseppe Nicosia (Nicosia, 2017).

Esta experiencia resultd inestimable y en esta oca-
sién me gustaria compartir algunos de los episodios mas
esclarecedores.

[ AGRUPACIONES |

1* reunions ITRURISAE

| DIBLIO ESPONTANED |

ADIVINA QUE ES
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La experimentacion se desarroll6 a lo largo de tres
reuniones de aproximadamente una hora de duracion
cada una, programadas para finalizar en el plazo de una
semana.

Alas reuniones asistieron siempre los mismos 10 nifios
(a excepcion de la dltima reunién, en donde falté uno de
ellos), todos ellos de 5 afios de edad. Estos nifios ya habian
realizado algunas experiencias de geometria en los meses
anteriores (por ejemplo, la construccién de una maqueta),
pero nunca habian llevado a cabo un trabajo especifico
sobre la comunicacién en matematica.

Alo largo de los tres dias se abordaron diversos temas
y se alternaron momentos de juego, entrevistas colectivas
e intercambios comunicativos de los niflos entre siy con
los adultos.

Se produjeron numerosos acontecimientos elocuentes
que proporcionaron informacion sobre las estrategias
ingenuas al hacer matematica puestas en practica por
los niflos (Angeli et al., 2011).

Todos los encuentros fueron grabados en video y en
audio, y el analisis de la documentacién permitioé diluci-
dar episodios significativos, algunos de los cuales seran
presentados, discutidos, analizados e interpretados a
continuacién segun diferentes lentes teoricas.

La vision de conjunto de la experimentaciény las acti-
vidades propuestas en las tres reuniones, todas estas
tomadas o inspiradas en Angeli y colegas (2011/2023) y
Cottinoy colegas (2011/2023) se esquematiza en la Figura 1.

LE CARTE

L
* ﬁ.{'

PAPELES ¥ FORMAS

FORMAS, ESQUELETOS.
¥ DIBLIOS

g

Fig. 1. Vision de conjunto de la experimentacion y las actividades propuestas en las tres reuniones.
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El primer encuentro: clasificacion de
formas tridimensionales

El tema se abordé con actividades de agrupamiento
e identificacion de propiedades geométricas. En la acti-
vidad Agrupacion, los nifios se relacionaron con objetos
cotidianos que fueron analizados y clasificados primero
por colores (Figura 2) y después por formas (Figura 3).

Al final de la clasificacion por formas y tras un debate
colectivo sobre los criterios utilizados para la agrupacion,
se presentaron a los nifilos nuevos objetos (numerosos
modelos diferentes de so6lidos de madera, plastico o car-
ton) para que los clasificaran en las distintas categorias
que previamente habian sido identificado (Fig. 4).

TRANSPARENTE

RAMPE

ROMBOS O TRONCOS

Fig. 4. Desglose de nuevos elementos por forma.



La primera reunion finalizé con el juego El intruso en
el cual, utilizando sélidos de madera, plastico y papel, se
propusieron configuraciones de 4 sélidos en las cuales
identificar, mediante una discusion colectiva, el sélido
extrafio al grupo.

El segundo encuentro: descripcion de
formas tridimensionales

El tema se abord6 con una propuesta inspirada en el
juego Adivina qué es (Angeli et al., 2011, p. 123).
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En el juego, un nino describe a sus compafneros una
forma que no puede ver y que sélo puede tocar con las
manos; los comparieros tienen que adivinar la forma
descrita entre varias opciones posibles.

La actividad se desarrollé en diferentes fases, cada
unade las cuales con variaciones en las reglas relativas al
numero de soélidos entre los que identificar el misterioso
y a los modos de comunicacion permitidos (la Tabla 1
ejemplifica las diferentes situaciones propuestas).

Situaciones de juego

Reglas

El que tiene las manos en la caja: puede describir.
Los que adivinan: puede hacer preguntas.

El que tiene las manos en la caja: puede describir.
Los que adivinan: NO HACEN preguntas.

El que tiene las manos en la caja: s6lo puede
responder Si o No.
Los que adivinan: puede hacer preguntas.

Tabla 1. Las diferentes situaciones propuestas en el juego Adivina qué es.
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El tercer encuentro: relacion entre lo
tridimensional y lo bidimensional

El tema se abordd con actividades que relacionaban
los modelos de solidos tridimensionales con los dibujos
de solidos sobre papel.

Las actividades alternaron momentos de clasificacion
de dibujos de sélidos con momentos de discusion colectiva
sobre la diferencia entre las dos entidades geométricas.

El encuentro concluyd con una actividad de recons-
truccién de un sélido, con palillos y plastilina, a partir de
su modelo de plastico, papel o madera.

Un ejemplo: la terminologia
geométrica espontanea

Elanalisis de ladocumentacion recogida revel6 datos
interesantes sobre la terminologia espontanea utilizada
por los nifilos para nombrar formasy grupos de formas.

Entre los términos utilizados, hay algunos que obtuvie-
ron un amplio consenso en el grupo: fueron utilizados de
forma general y constante por todos los nifios, a lo largo
de lastres reunionesy en todas las diferentes actividades.

Ejemplos de términos ampliamente aceptados, en el
caso de las formas tridimensionales (Figura 2), son:

— las palabras redondo(s), asociadas a todos los
objetos de forma esférica, cilindrica, semiesférica o
troncocdnica;

— las palabras cuadrado(s), asociadas a todos los objetos
de forma cubicay a los paralelepipedos en los cuales
una dimensidn es significativamente menor que las
otras dos;

— las palabras largo/larga o rectangular(es), asociadas a
todos los objetos con forma de paralelepipedo en los
cuales una dimensién es significativamente mayor que
las otras dos;

— las palabras triangular(es), triangulo(s) y puntiagudo
(o con punta), asociadas a todos los objetos con forma
de cono?y a todos los objetos cuya forma tiene al
menos una cara triangular.

Para la denominacién de otros tipos de formas (como
prismas con caras trapezoidales o prismas con caras con un
numero de aristas mayor o igual a 5), ha habido propues-
tas (como rampas para los primeros, y rombos o troncos

para los segundos, Figura 4), pero han sido designaciones
aisladas, eficaces, pero no ampliamente aceptadas.

Los nifos utilizaron palabras de amplio consenso con
diferentes funciones/intentos comunicativos:

— nombrar la forma de un objeto concreto; por ejemplo,
utilizando la expresién “éste es redondo”, pronunciada
sujetando el objeto o sefialando con el dedo hacia un
solido concreto;

— nombrar la categoria de objetos de la misma forma;
por ejemplo, utilizando la expresion “los largos”
pronunciada sefialando con el dedo el grupo de
objetos en forma de paralelepipedo en los que una
dimensidn es significativamente mayor que las otras
dos;

— investigar las propiedades especificas de la forma que
hay que adivinar durante la actividad adivinar qué es;
casi sistematicamente, las dos primeras preguntas
que hacian los nifios para adivinar el descriptor nifio
que tenia las manos en la caja eran: “;es redondo?” y
“;tiene punta?”;

— argumentar y explicar la eleccion de la forma extrafia
en la actividad El intruso.

Relato, a modo de resumen, un esclarecedor episodio
del juego El intruso donde una nifia, G., revela todas sus
dotes argumentativas. G., frente a un paralelepipedo de
plastico azul, un prisma de plastico azul de base hexa-
gonal, una semiesfera de plastico verde y una piramide
de madera, defiende la eleccion de la punta [es decir, la
piramide de madera] como intruso de la manera descrita
en la Tabla 2.

Elanalisis del comportamiento linglistico espontaneo
que los niflos demostraron durante la experiencia podria
serun trampolin para reflexionar, por ejemplo, en términos
deingenieria didactica, sobre posibles variables significa-
tivas sobre las cuales actuar en el disefio de posteriores
actividades de clasificacién para favorecer la formacién
de modelos correctos en cuanto a la identificacion de las
propiedades que caracterizan a las formas.

Por ejemplo, se podria proponer a los nifios que clasi-
fiqguen por formas un conjunto amplio de objetos, todos
del mismo colory material, en el cual s6lo estén presentes
las formas que son redondas (forma esférica, cilindrica,
semiesférica y troncocénica).

Inmediatamente después, se puede proponer un nuevo
conjunto de s6lidos con la misma forma que los anteriores
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Palabras

Gestos y acciones

Este es redondo porque no
tiene punta.

Recoge la semiesfera.

Este tiene una punta.

Sefala la piramide de madera.

Ninguno de estos tiene una
punta.

B@o

Hace un gesto giratorio alrededor del conjunto de todos los sélidos.

Todos se parecen. pero no
tienen punta ni son redondos.

"
!
LY

Recoge el prismay el paralelepipedo.

Deja el prisma'y el paralelepipedo en el suelo y coge en la mano la
| pirdamidey la semiesfera.

Esto tiene la punta.

Se refiere a la pirdmide.

y éste es redondo.

® ®»

Se refiere a la semiesfera.

Aqui no ninguno que sea igual
a este.

o

Se refiere a la piramide.

Tabla 2.

(posiblemente afiadiendo también formas cénicas) con
diferentes tamarios, materiales y colores, pidiendo a los
nifos que los coloquen en el grupo “correcto” y entrevis-
tandolos después para que expliquen el razonamiento.

Conclusiones

Las actividades propuestas y descritas en la seccién
anterior no son muy diferentes de las que ya se llevan a
cabo de forma rutinaria en muchos jardines de infancia.

Elhecho de que se llevaran a cabo con un grupo redu-
cidodenifios a lo largo de 3 encuentros cercanosy graba-
dos en video permitio realizar un analisis fino y profundo
del material recogido, que resulté ser una mina de oro de
informacion.

Empezamos con la frase: “Si el nifio se involucra, la
matematica que surgen espontdneamente es mucha”
(Angeli et al., 2011, p. 27). Con base en la experiencia, si
pudiera continuar la frase afiadiria un “casi incontenible”
y rica en ideas para orientar profundizaciones teorias en
didactica de la matematicay disefiar nuevas actividades
y caminos Utiles para favorecer la evolucion de patrones
espontaneos en competencias profundas.
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strumento concreto in aula, Actas del homénimo Convegno Nazionale
“Incontri con la Matematica” n. 32, Castel San Pietro Terme, 16-17-18
Noviembre 2018. Pitagora.

1 Ndcleo de Investigacion en Didactica de la Matematica, Departamento
di Matemaética, Universidad de Bolonia. Universidad de Trento.

2 Elcono parece ser una forma controvertida. De hecho, durante la
clasificacion de formas tridimensionales en la primera reunién, se
coloco entre los tridngulos, mientras que en la tercera reunién, durante
la clasificacion de dibujos de sélidos, el disefio del cono, junto con el
de la esfera, el cono truncado y el cilindro, se colocé en el grupo de los
redondos.

RIM 12212024



36 | Tema central

Ensenanzay aprendizaje de
la matematica en contextos
multiculturales

-

Posibles enfoques de formacion
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Resumen

a multiculturalidad se percibe en muchos
entornos educativos como un “problema”
en lugarde un “recurso”. Muchos profesores,
enfrentandose diariamente a la diversidad
cultural en sus aulas, experimentan dificultades e inco-
modidades diversas, lo que a menudo conduce a una
solicitud posterior de formacién. Sin embargo, en muchos
casos, esta formacion no satisface adecuadamente sus
necesidades reales. Esta contribucién busca profundizar
en las investigaciones relacionadas con la ensefianza/
aprendizaje de la matematica en entornos multicultura-
les. Describe algunos aspectos de un estudio llevado a
cabo en Italia en los ultimos dos afos, especialmente a
través de cursos de formacién de profesores enfocados
en estos temas, implementados a distancia mediante
una metodologia hibrida de Lesson y Learning Study.
Palabras clave: ensefianza/aprendizaje de la matema-
tica, contextos multiculturales, formacién de profesores.

Introducciodn

La multiculturalidad, entendida como la co-presencia
fisica (y no sélo) de varias “realidades” culturales, sociales,
politicas, etc., en relacidén unas con otras, intercambian-
dosey creciendo juntas, es un rasgo cada vez mas relevante
de nuestra sociedad. Al observar los fendmenos actuales
que experimenta la escuela en muchas partes del mundo,
es imprescindible destacar como se ha vuelto absoluta-
mente multiétnica en tantos contextos, y como puedey
debe fomentar, desde los primeros afios, oportunidades
de “apertura” hacia un nuevo modelo de convivencia,
de auténtico didlogo entre las diferentes experiencias
vitales de profesores y alumnos (Nicosia, 2008; Bianco &
Di Paola, 2023).

El objetivo que la escuela debe perseguir con fuerza es,
de hecho, hacer comprender cémo la multiculturalidad
puede traducirse en actividades interculturales referidas a
las experiencias concretas de los individuos, insertadas en
los diversos contextos escolares, para hacerlas transcultu-
rales; estas experiencias personales deben ir adquiriendo
valory ser compartidas hasta convertirse en patrimonio
detodos, de una nueva comunidad transcultural (Di Paola,
2016). La idea de multiculturalismo, y por tanto de inter-
culturalidad, deberia estar ligada a una interpretacion de
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la diversidad como un recurso para la comunidad, como
una oportunidad para identificar nuevas perspectivas
de desarrollo y enriquecimiento humano y profesional
para el mundo escolar (Nicosia, 2018) ... Sin embargo,
no siempre es asi. Los datos de la OCDE (Organizacion
para la Cooperaciény el Desarrollo Econémicos) sobre la
ensefianzay el aprendizaje TALIS (Teaching And Learning
International Survey, 2018) relativos a una comparacion
internacional de las practicas docentes de los profesores
de secundariay su formacion sobre cuestiones intercultu-
rales (equidad, “diversidad”, inclusion cultural, enfoques
no etnocéntricos, etc.) subrayan cémo estas complejas
cuestiones se viven a menudo en la educacion como un
“problema” y no como un “recurso”. Aproximadamente una
quinta parte de los docentes que experimentan a diario
la realidad multicultural en sus aulas, al no considerarse
“bien preparados” en lo que respecta a la “ensefianza en
contextos multilinglies y multiculturales”, manifiestan
un consecuente malestar profesional, en muchos casos
frustrante también para los alumnos que viven en dichos
contextosy que en muchas ocasiones “pierden” la oportu-
nidad de crecer junto a compafieros “no italianos” (Ainley
& Carstens, 2018).

La consiguiente demanda de formacién es evidente,
asi como la constatacion de que, en muchos casos, esta
se desatiende a varios niveles o se propone de forma no
perfectamente adecuada a las necesidades reales de los
profesores solicitantes (Bianco & Di Paola, 2023).

Multiculturalismo entre la
investigacion y la practica docente
en matematicas

Las reflexiones anteriores han abierto, en el ambito de
la investigacion educativa, la necesidad de interpretar la
educaciénintercultural dentro de realidades territoriales
concretas, testimoniando y concretando asi el concepto
de identidad cultural y emergencia educativa (Nicosia,
2008; Bianco & Di Paola, 2023). La conciencia de la nece-
sidad de tener en cuenta la contextualizacién cultural e
historica en las practicas de ensefianza de las matema-
ticas en el aula, y la asuncién crucial de que la cultura
impregna las practicas de educacién matematica (Roth
& Radford, 2011), son hoy en dia bien conocidas por los
investigadores implicados en la ensefanza/aprendizaje
de lamatematica. A pesar de laimportancia de los temas
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tratadosy del esfuerzo de la investigacién, y en concreto,
de la investigacién en educacion matematica, por tratar
de dar respuesta a las necesidades antes mencionadas
mediante la definicién de marcos tedricos y metodoldgicos
capaces de captar los fendmenos recurrentes y signifi-
cativos que ocurren en dichos contextos escolares, aln
no son muchas las reflexiones didacticas, pedagbgicas
y disciplinarias dirigidas especificamente a profesores y
formadores que trabajan en contextos complejos como
los aqui examinados.

Un trabajo pionero en este sentido es el de Bishop
(1988), quien destacé laimportancia de reconocer las prac-
ticas matematicas como fenémenos sociales integrados en
las culturas y sociedades que las generaron. D’Ambrosio
(2006) continud resaltando como prestar atencién a los
aspectos culturales y sociales de la practica matematica
contribuye a comprender tanto las culturas como la propia
matematica. La investigacion de Bill Barton (por ejemplo,
Barton, 2007) también ha reforzado la importancia de
una perspectiva cultural en el estudio de los elementos y
hechos relacionados con la educacién matematica, cen-
trandose ademas en los diferentes aspectos multilingties
del aprendizaje matematico. Lo que sigue siendo poco
debatido en el campo de la investigacion es mas bien la
conciencia de los efectos y posibles beneficios que las
iniciativas centradas en la diversidad cultural pueden
promover en la formacién del profesorado.

@

La idea de multiculturalismo, y
por tanto de interculturalidad,
deberia estar ligada a una
interpretacion de la diversidad
COMO un recurso para la
comunidad, como una
oportunidad para identificar
nuevas perspectivas de
desarrollo y enriquecimiento
humano y profesional para el
mundo escolar]..]

En los ultimos anos, algunos trabajos de investigacion
han abordado este interesante aspecto (por ejemplo,
Bartolini Bussi et al., 2018; Bianco & Di Paola, 2022, 2023;
Di Paola, 2016, 2023; Mellone et al., 2019; Spagnolo & Di
Paola, 2010) y han definido el constructo de Transposicién
Cultural como una perspectiva capaz de resaltar el valor
de y permitir “el encuentro”, “el entrelazamiento”, entre
diferentes practicas/enfoques de la educacién matema-
ticaen las escuelas actuales, integrando claves de “otros”
contextos culturales (a menudo no eurocéntricos). Esta
perspectiva define un espacio potencial para la reflexion
y el desarrollo de la conciencia tanto para investigadores,
educadoresy profesores (Mellone et al., 2019). SegUn este
marco tedrico, observar (y posteriormente “promulgar”)
practicas de ensefianza de la matematica de otras culturas
en la propiarealidad del aula, dentro del propio contexto
cultural, implica para un profesor (y para un investigador,
aunque de manera diferente) una fuerte implicacion en
un proceso de “deconstruccion” Util para una reinterpre-
tacioén del propio pensamiento y, en consecuencia, para
un posible/adecuado cambio/superacion de las propias
creencias personales (culturales), asi como de los propios
valoresy principios didacticos (Derrida, 2002) en Matema-
ticas, pero no solo.

Una Smart Community de profesores
en formacion

Para atender a las necesidades de formacién del profe-
sorado en estos temasy abordar la fragmentacion evidente
de las areas territoriales nacionales individuales, hemos
implementado en los Gltimos afios un curso de formacion
profesional a distancia para profesores, a través de una
plataforma digital alojada en https://www.u4learn.it/. El
objetivo principal de este curso de formacién ha sido faci-
litar el proceso de “contaminacion” (Mellone et al., 2019;
Manolino et al., 2020) y enriquecer las propias practicas
didacticas proporcionando pistas teérico-metodolégicas
e ideas utiles para replantear y mejorar la ensefianza en
elaula, con especial atencién a algunas de las presencias
linguistico-culturales mas representativas en Italia, como
el arabe, el indio y el chino (AAVVV, 2021; Spagnolo &
Di Paola, 2010; Bianco & Di Paola, 2022). Los siguientes
parrafosilustran, sin pretender ser exhaustivos, la piedra
angular epistemologicay codmo esta fue explicitaday apro-
vechada por los docentes que participaron en el curso de



https://www.u4learn.it/

formacion, mediante la metodologia Lesson Study (L.S.)
y Learning Study (l.s.) (Huang et al., 2019; Lo & Marton,
2012). La referencia al contexto chino que se menciona
aqui pretende ser un ejemplo de lo que propusimos desde
una perspectiva pedagdgica/disciplinaria a la comunidad
de docentes que formamos (Bianco & Di Paola, 2022,2023,;
Di Paola, 2023).

Lesson e Learning Study para la
formacion continua a distancia

Esta sinergia entre formacion y estudio pedagogico/
disciplinario en profundidad se ha propuesto utilizando
los enfoques Learning Study (l.s.) y Lesson Study (L.S.)
como marcos teoricos, donde la reciprocidad entre la
formacion docente, la teoria pedagégica y una fuerte
implicacién practica en el contexto del aula es central
(Huang et al., 2019).

Segln Lo & Marton (2012), el L.s. ofrece una posible
“plataforma” dindmica donde la ensefianza puede ser
considerada como una ciencia experimentaly unaforma de
investigacién-accion. “ElL.s. ofrece una base potencial para
tal empenio [de investigacion-accion, sintesis de experi-
mentaciony perspectivas pedagdgicas] ya que concierne a
los profesores que investigan colectiva/colaborativamente
sus propias practicas para generar y compartir conoci-
miento sobre cdmo ensenar...las teorias pedagogicas
que subyacen a tal construccion de ‘conocimiento’ son
a menudo implicitas y poco claras” (Lo & Marton, 2012,
pp.8). “ElL.s. se basa siempre en una teoria del aprendizaje:
toma un objeto de aprendizaje (y de ensefianza) como
punto de partida, y se centra en ayudar a los profesores a
ayudaralos alumnos a aprender ese objeto de aprendizaje
[de acuerdo con la perspectiva adoptada seglin la teoria
del aprendizaje concreta]” (ibid.). Learning Study (l.s.),
en este sentido, representa una subcategoria de Lesson
Study (L.S.), siendo mas especifica pero también una
herramienta mas amplia y completa. En L.S. se integran
y se desarrollan de forma complementaria determinadas
perspectivas, como la reflexién tedrica y el consiguiente
diserio de materiales, lainterpretacion del feedback, etc.
Estas perspectivas son Utiles para constituir una vision
“unitaria/comun” de la asignatura entre los distintos
elementos del grupo y para hacer mas acotado/guiado
y coherente el proceso de L.S., debido a la necesidad de
explicitar los supuestos pedagogicos. Sobre el potencial
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de la L.S. para la formacién del profesorado se pueden
encontrar reflexiones interesantes en Bartolini Bussi &
Ramploud (2018). En el contexto italiano y europeo, sin
embargo, se encuentra poco sobreelusodelal.s. parala
formacién del profesorado.

La sintesis entre L.S. y l.s. aqui mencionada responde
a varias tensiones complementarias y necesarias para la
formacion de profesores en general y, en concreto, para
lo que hemos propuesto a los docentes italianos:

— Que sea interactiva, abierta a todos y funcional a la
definicién de una Comunidad Smart nacional, sobre
temas especificos de la asignatura o mas amplios (por
ejemplo, la interculturalidad).

— Que se centre en temas que a menudo son poco
conocidos por los profesores y que requieren una
formacion especifica, como el componente (multi)
cultural en matematicas.

— Que esté suficientemente estructurada para poder
utilizarse también a distancia (L.S. vs/&.s.).

Estas orientaciones pueden resumirse en dos pregun-
tas que constituyen el trasfondo de nuestra investiga-
cién: ;Pueden los cursos de Lesson Study (L.S.) y Learning
Study (l.s.) favorecer un posible “equilibrio” entre las
necesidades de formacion permanente de los profesores
y las “nuevas” cuestiones pedagogicas relativas al tema
de la interculturalidad? En un contexto de aprendizaje a
distancia, ;coémo podemos estructurar un “lugar” de inter-
cambio en linea para crear una Smart Community nacional
de profesores competentes en los temas en cuestion?

De la experiencia “piloto” en el
contexto chino a la definicion de
buenas practicas de formacion

Con el objetivo de responder a las preguntas de inves-
tigacion descritas anteriormente y en consonancia con
los supuestos tedricos de la Learning Study (l.s.) y Lesson
Study (L.S.), en los Ultimos dos afios hemos implementado
experiencias piloto de cursos a distancia sobre temas
considerados urgentes para la escuela actual, como la
inclusiény la practica docente en contextos multicultura-
les y multilinglies, tal como se mencion6 anteriormente.

Estos experimentos se llevaron a cabo en modalidad
en linea, con la participacion de profesores ubicados en
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zonas geograficas de la peninsula italiana con un alto
indice de alumnos con antecedentes culturales no italianos
(Caponeetal.,2022). Cada unade las acciones formativas
en cada una de las realidades territoriales implicadas
fue disefiada para cultivar la sensibilidad intercultural
en los profesores, y por ende en sus alumnos, partiendo
de caracteristicas locales especificas. Por consiguiente,
en funcion del contexto sociocultural progresivamente
investigado, las metodologias y los contenidos propuestos
durante el curso se adaptaron en relacién con las nece-
sidades y los origenes de los alumnos en las clases de la
zona. Para cada una de las acciones formativas, también
consideramos necesario definir propuestas de formacion
sobre temas historicos, linglisticos y culturales, ademas
de los estrictamente disciplinares. Todo ello con el fin de
proporcionar un analisis mas preciso del estado y ladina-
mica en funcionamiento en las distintas clases implicadas

y ofrecer a los profesores algunas lentes comparativasy de
observacién para interpretar el pasado, las dificultadesy
las expectativas de sus alumnos, recién llegados a Italia.

A modo de ejemplo, presentamos en la Tabla 1 una
sinopsis de los temas tratados durante las ediciones
del curso piloto (unas 25 horas) centradas en China. De
acuerdo con lo expuesto anteriormente sobre la necesidad
de ampliar la mirada mas alla de las matematicas y mas
alla de la propia cultura, fueron significativas las nume-
rosas aportaciones “divergentes” a las que estuvieron
expuestos los profesores de matematicas. Las fases de
trabajo colectivo (14 horas) se estructuraron segliin un
enfoque L.S. y L.s. Los autores de este trabajo participa-
ron en la definicién y estructuracion de los materiales y
en la aplicacion a distancia con profesores de diferentes
ordenes e institutos escolares.

Encuentro 1

Introduccion a Encuentro 2 Encuentro 3

los temas del Marcos tedricos y Sistemas
itinerario de metodoldgicos educativos
formacion
Razones del Marcos teoricos Comparacion
itinerario de de lainvestigacion  de sistemas
formacion: en Historiay educativos
Di-dactica de las en diferentes
- La situacién Matematicas: contextos
multicultural y culturales.

multilinglie de las - Lessony Learning

aulas ita-lianas; Study; Aspectos historico-
- Los datos de - Transposicién epistemolégicos
OCDE-PISA. cultural; subyacentes.

- Referencias
Etnomatematicas.

Reuniones
posteriores

Encuentro 4 &5 ,
L. . (Se modularan
Matematicas y China
adecuadamente)
Profundizacion en = Ensefianza/ Planificacion

la caracterizacién
del area cientifica
desde una
perspectiva no

aprendizaje de las
matematicas en
las escuelas chinas
de Educacién

comprartida

de materialesy
practicas de aula
inclusivas (L.sy

eurocéntrica. primaria, l.s) en contextos
Educacién multiculturales
secundaria a partir de
obligatoriay algunos nucleos

superior: ejemplos
de practicas en el
aula.

tematicos elegidos
por profesores
individuales

para los distintos
niveles escolares
de interés.

Tabla 1. Esquema tematico del curso de formacion piloto



A partir de los estimulos y la retroalimentacion recopi-
ladosy analizados hasta ahora, gracias a la participacion
de los docentes en las diversas experiencias que hemos
ofrecido como momentos formativos individuales en todo
el pais como parte de nuestra experimentacion piloto, ha
surgido un tema comun y transversal (que se refleja en
las dos primeras columnas de la Tabla 2) relacionado con
las cuestiones multiculturales y multilinglies que hemos
explorado. En este sentido, nuestra propuesta piloto ha
permitido una reflexion metacognitiva de nuestra parte,
la cual se ha materializado en la estructuracién de una
arquitectura tedrico-metodolégicay en el apoyo continuo
a los profesores, con el objetivo de que puedan aplicar lo
aprendido en su practica docente diaria en aulas multi-
culturales (y no solo con alumnos chinos). En respuesta a
las preguntas de investigacion planteadas, hemos perfec-
cionado las metodologias L.S.y l.s. durante el tltimo afio
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con el fin de lograr un equilibrio o compromiso entre las
necesidades de formacién de los profesoresy los desafios
especificos de ensefianza relacionados con la intercul-
turalidad. Esto ha dado lugar al disefio de un espacio en
linea para el uso y la creacién de materiales redactados
de manera apropiada desde una perspectiva intercultural,
los cuales se mantienen constantemente actualizados.

Consideramos que nuestra estrategia puede ser inter-
pretada como un proceso de aproximacion a las buenas
practicas en la formacién del profesorado sobre estos
temas, el cual también puede ser aplicado en otros con-
textosy que hasido poco explorado en la investigacion en
Didactica de las Matematicas. Basandonos en lo discutido
en la literatura (Huang et al., 2019; Pang & Marton, 2003;
Pang&Lo,2012; Cheng& Lo, 2013), el enfoque hibrido de
L.S.y L.s. que hemos desarrollado para alcanzar nuestros
objetivos es el siguiente:
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. Eleccién de un tema (ejercicio/problema) por los
profesores mediante cuestionarios a distancia.

. Planificacién colectiva (“lesson plan”) de una practica
docente (“intended object of learning” de la “Reseach
Lesson”) a partir de las experiencias de cada profesor.
. Propuesta de una intervencién didactica en el aula
por parte de un profesor, seglin sus propias elecciones
y de acuerdo con lo acordado con el grupo. Los
investigadores y colegas observan la practica en

el aula, tomando nota de las criticas y fortalezas
pedagégicas.

. Seevaluan los resultados de la practica docente
considerando las perspectivas “enacted object of
learning”y “lived object of learning” (Marton & Tsui,
2004), con especial énfasis en los aprendizajes de

los alumnos a través de entrevistas y protocolos
compartidos en el grupo.

. Revision del “lesson plan”y la practica docente en
reuniones periddicas del grupo de profesores

. Intercambio con profesores externos de la comunidad
sobre las practicas pedagdgicas definidas.

Las etapas de formacién 2-5 anteriores constituyen
una estructura que se repetira ciclicamente en funcion
de las nuevas necesidades que surjan de cada profesoren
formacion. Estos pasos, tal y como los hemos disefiado,
permiten, también gracias a la dimensién online, una
estratificacion dialégica de los conocimientosy propuestas
que se van elaborando por el grupo

Conclusiones

Durante varios afnos, la escuela ha destacado la necesi-
dad que tienen los profesores, los alumnos y sus familias
de untipo de apoyo que lainstitucién educativa porsisola
no puede proporcionar en lo que respecta a la acogiday
laimplementacién de proyectos educativos donde la pre-
sencia de diversas culturas se considera una contribucion
fundamental para el desarrollo de todo el grupo clase. La
investigacion educativa, particularmente en el ambito dela
didactica de las matematicas, ha intentado abordar estas
necesidades mediante la creaciéon de marcos tedricos y
metodologicos capaces de capturar los fendmenos recu-
rrentesy significativos que ocurren en entornos escolares

El objetivo que la escuela debe perseguir

con fuerza es, de hecho, hacer comprender
como la multiculturalidad puede traducirse
en actividades interculturales referidas a las
experiencias concretas de los individuos,
insertadas en los diversos contextos
escolares, para hacerlas transculturales; estas
experiencias personales deben ir adquiriendo
valory ser compartidas hasta convertirse

en patrimonio de todos, de una nueva
comunidad transcultural. (Di Paola, 2016)

@



multiculturalesy plurilinglies. El objetivo es brindar apoyo
atodas las partesinvolucradas en el proceso de inclusioén
escolar. Actualmente, existe una creciente necesidad en la
investigacion de este campo de reflexionar y desarrollar
perspectivas te6rico-metodologicas especificas para la
formacion del profesorado en temas interculturales (AA.
VWV., 2021; Bartolini Bussi & Ramploud, 2018; Bianco & Di
Paola, 2022; Spagnolo & Di Paola, 2010). En este trabajo,
nos hemos centrado en las contribuciones de Mellone et
al. (2019), quienes introdujeron el concepto de transpo-
sicion cultural, y como este puede ser hecho explicito y
utilizable por los profesores a través de metodologias de
formacién como Lesson Study (L.S.) y Learning Study (l.s.)
(Huang et al., 2019; Lo & Marton, 2012). Hemos descrito
la investigacion realizada en los ultimos dos afios sobre
cursos de formacion continua a distancia relacionados
con temas de inclusion y practica docente en contextos
multiculturales y multilinglies, con un enfoque en el area
de las matematicas, pero no limitado a ella.

En relacién con la literatura existente y en respuesta
a nuestras preguntas de investigacion, los resultados
obtenidos durante los experimentos nos llevan a creer que
nuestra investigacion esta progresando hacia el disefio
de un espacio digital en linea, destinado a facilitar un
posible equilibrio entre las necesidades de formacion de
los profesoresy los desafios especificos relacionados con
la ensefianza intercultural. Este espacio puede promover
el uso y la creacion de materiales escritos apropiados
desde una perspectiva intercultural, abordando asi una
laguna a menudo destacada en el ambito escolar, no
solo en contextos europeos o italianos. Evidentemente,
el proceso de definicidén de la formacion del profesorado
como “buena practica” estd aln en curso y esperamos
que con el tiempo nos lleve a establecer una formacion
estructuraday cada vez mas consistente. Esta formacion
deberia favorecer el apoyo continuo al profesorado y la
preparacién/comparticion de materiales accesibles y
compartidos de manera mas amplia dentro, y fuera, de
la comunidad de profesores e investigadores mencio-
nada anteriormente. Esperamos que nuestro trabajo de
investigacién pueda servir como punto de partida para la
creacion de otros “espacios” de encuentroy de “lugares”
de intercambio para los profesores, que estén conectados
entre si. Creemosy esperamos que esto pueda contribuir
a abordar las necesidades de la Escuela y, en particular,
de los profesores de Matematicas.
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Las tres modalidades matematicas
de ver un dibujo en geometria y los
cuadros en arte figurativa

Raymond Duval




Resumen

ara ver matematicamente una figura o un
dibujo construido con un instrumento, es
necesario reconocer rapidamente todas las
posibles unidades figurativas de dimension
nD/2D que se yuxtaponen o superponen. Para mirar un
cuadro, también hay que reconocer en el las unidades
figurativas que lo componen. Pero en pintura lo funda-
mental es el uso del color. El color crea efectos paradéjicos
de ilusién o de visualizacién de objetos imposibles.
Palabras clave: deconstruccién, unidades figurales
nD/2D, mirada, color, heuristica.

Tanto en geometria elemental como en arte figurativo,
debemos abandonar la nocién de “espacio” porque esuna
nocién equivoca. Esto al menos para captar los procesos
cognitivos de exploraciéon y composicién en estos dos
dominios en los cuales la vista es esencial y donde hay
que “ver” con los propios ojos o, dicho de otra forma, sobre
todo con los propios ojos. Y es esta necesidad cognitiva
de “ver” la que orienta el uso heuristico de las “figuras
geométricas” en la resolucion de los problemas. La nocion
equivoca de espacio debe ser sustituida por la de unidad
figurativa de dimension nD/mD, en la cual el numerador
indica el numero de dimensiones de lo que se ve (3D, 2D,
1D 0 0D) y el denominador el nUmero de dimensiones en
el que se ve lo que es dado a ver, por lo tanto, s6lo 2D o0 3D.

Las figuras geométricas se distinguen de todas las
demas representaciones visuales por el hecho de que
siempre hay varias formas de reconocer en estas unas for-
mas o unidades figurales, aunque el hecho de reconocer las
unas excluye la posibilidad de reconocer las otras. En otras
palabras, para ver matematicamente una figura o un dibujo
se debe poder CAMBIAR DE MIRADA sin que se modifique
la representacion visual en el papel o en la pantalla.

@

Y es esta necesidad cognitiva

de “ver” la que orienta el

uso heuristico de las “figuras
geomeétricas” en la resolucion de
los problemas.
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Para analizar el funcionamiento cognitivo de este cam-
bio de perspectiva debemos tener en cuenta la dimen-
sién de las unidades figurales. Las unidades figurales que
reconocemos pueden ser cubos, piramides, esferas (3D)
o poligonos, circulos (2D) o rectas, curvas (1D) o incluso
puntos (0D). Respecto a los puntos, sélo son visibles los
puntos destacables (vértices, intersecciones, extremos).
Los otros puntos deben marcarse con una codificacién. En
este sentido, una unidad figural 1D es un continuo visual
que representa equivocamente el continuo matematico
de la recta real.

Sin embargo, esto no es suficiente; también hay que
distinguir las representaciones fisicas de estas unidades
figurales como modelos de cubos (3D/3D) o plantillas
(2D/3D) o alambres estirados o un rayo laser (1D/3D) y las
representaciones semioticas en perspectiva (3D/2D), o el
contorno cerrado de superficies (2D/2D) o los contornos
de curvasy lineas rectas (1D/2D).

Cualquier transicién de una dimension a otra, para el
numerador, representa un salto cognitivo considerable,
al igual que el paso de una representacién fisica a una
representacién numérica (cambio del denominador).
Generalmente es siempre la unidad figural de la dimension
superior la que inmediatamente se impone a la percepcion
y la que bloquea el reconocimiento de todas las unida-
des figurales de dimension inferior que potencialmente
involucra y fusiona visualmente. Ver una figura «geomé-
tricamente» es:

deconstruir dimensionalmente unas formas 3D/2D que
vemos en hueco o en relieve, en una configuracion de
formas 2D/2D,

deconstruir formas planas 2D/2D que reconocemos
perceptivamente por su contorno cerrado, concavo o con-
vexo, en configuraciones 1D/2D de lineas rectas o curvas.

Y esto sin que nada cambie en el dibujo mostrado en
pantalla o construido instrumentalmente sobre papel. Y el
uso heuristico de unafigura consiste en el proceso inverso:

reconocer unidades figurales 2D/2D en conjuntos de
unidades figurales 1D/2D,

reconocer unidades figurativas 3D/2D en conjuntos de
unidades figurales 2D/2D.

La siguiente tabla nos permite comprender el poder
semio-cognitivo ilimitado de este proceso de descomposi-
cién dimensional de formasy de objetos que reconocemos
en el espacio real 3D/3D.
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Figuras 2D/2D
(Configuracion global)

Ensamblaje/descomposicion
por JUSTAPOSICION

M

Il
>

Podemos notar facilmente que los reconocimientos
de unidades figurales 2D, por yuxtaposicién en la primera
figuray por sobreposicién en la segunda figura, seimponen
inmediatamente a la miraday que esto nos impide ver los
otros posibles reconocimientos de unidades figurales 2D y
atin mds las unidades figurales 1D.

Para formular propiedades, por ejemplo en las defi-
niciones, la modalidad matematica de ver privilegia las
unidades figurativas 1D/2D.Y esta requiere que podamos
reconocer los puntos como unidades figurales (0D/2D).
Pero aqui llegamos a los limites de la visualizacion geomé-
trica. Dado que, los Unicos puntos intrinsecos a una figura
son los puntos de interseccion de dos unidades 1D, es
decir los vértices o los cruces de rectas. Todos los demas
puntos se refieren a una operacién de marcado que es
analoga a la de una codificacién de letras.

Nadie, obviamente, confundira el proceso de decons-
truccién dimensional de formas inmediatamente percibi-
dasy reconocidas con el proceso heuristico de expansion

6 formas,

cada unasiendo una parte
del cuerpo humano.
(iconica)

5 formas poligonales

(dos triangulos, dos
pentdgonos, un hexagono).
(no icdnico)

Unidades
figurales 3D/2D

9 unidades
(cubos)

Dos descomposiciones VISIVAMENTE INCOMPATIBLES en
unidades figurales 2D/2D
(= formas o contornos serrados reconocidos)

Y una tercera en unidades
figuraleS 1D/2D

Ensamblaje por

SUPERPOSICION construccion instruméntale

5 formas, siendo cada una
forma rectangular mas o
menos larga

18 segmentos o 12 rectas
subyacentes

2 poligonos regulares (un cuadrado y un rectangulo).
8 BORDES de unidades 2D/2D (o lados)

dimensional que consiste en ver unidades figurativas
nD/2D en unidades figurativas (n+1)D/2D.

El paso de unaformadeveraotra debe ser espontaneo,
de lo contrario no podremos entender nada.

La educacion de la mirada en geometria y en pintura
se centra en el discernimiento de las multiples unidades
figurales de diferentes dimensiones que las configuracio-
nes geométricas y las pinturas yuxtaponen, superponen
o fusionan. Pero las configuraciones geométricas y las
pinturas, al igual que las pinturas rupestres, entran en
conflicto en el uso del color. Mientras que el color es fun-
damentalen la pintura, el color no tiene significado en las
configuraciones geométricas. Su uso en configuraciones
geomeétricas crea ilusiones, visualiza objetos fisicamente
imposibles o llega incluso a borrar el dibujo de todas las
unidades figurales 2D/2D cuya superficie ocupa. A con-
tinuacién se muestran dos ejemplos (D’Amore & Duval,
2023; D’Amore & Fandino Pinilla, 2017).

. Unidades
. Unidades .
Unidades figurales 2D/2D figurales
figurales 2D/2D gura 1D/2D (bordes
parciales por .
completas sobreposicion de unidades
P figurales 3D/2D)
landades | suiades  aunicoes
P P P (bordes)

(cuadrilateros) sobreposicién

Oscar Reutersvard, Figura imposible. 1934. Tinta sobre papel.

Un arreglo de 9 cubos independientes para CONFIGURAR un triangulo.



La configuracién (3D/2D) representa un objeto fisica-
mente imposible (3D/3D). Entonces podemos pregun-
tarnos: ;qué unidades figurales 2D/2D y 1D/2D deberian
cambiarse para que la configuraciéon pueda representar
una posible configuracion de objetos fisicos?

Simplemente eliminar los dos colores que diferencian
las caras de cada cubo.

Ademas, los colores no intervienen en la manera de
ver una configuracion geométrica (la misma expresién
“figura” es equivoca). Y todas las unidades figurales 3D/2D
construidas instrumentalmente pueden verse huecas o
llenas. Se trata de entrenar la mirada (Duval 2018, p. 233,
Figura 8).

Los dos colores separan todas las unidades figurales
2D/2D rojas del fondo compuesto por las unidades figu-
rales 2D/2D verdes y borran todas las unidades figurales
1D/2D (Duval, 2018, p. 216, Figura 1).

Y sélo hay 24 tridangulos rojos y 24 triangulos verdes
en total. Para comprobar esto, simplemente hay que
presentar la figura durante 30 segundos o un minuto a los
estudiantes o profesores, y preguntales a continuacion:
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— ;Qué color te llamé la atencion?
— ¢Cudles la forma dominante? (Circulo, cuadrado,
tridngulo, diamante o cometa, otra)?

Pero la inscripcion de esta tabla controla la forma
de verla, un poco como un enunciado de un problema
controla la forma de ver la configuracién geométrica
asociada a esta. Se deben introducir dos modalidades:
unaen donde latabla se presentasin lainscripcion, y otra
en la cual se presenta con su inscripcion. Sin embargo, lo
que nuestros ojos veny lo que queda son los coloresy las
unidades figurales.

Referencias bibliograficas

D’Amore, B., & Duval, R. (2023). Similitudes y diferencias entre la educacién
de la mirada en geometria elemental y en arte figurativo. ;Qué
variables cognitivas y didacticas intervienen? ;Co6mo se representa la
imposibilidad en el arte? ;Qué elementos semidticos pueden intervenir
en el arte? Educacion Matemadtica, 35(1), 35-58.
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71(1). http://www.giuntiscuola.it/lavitascolastica/magazine/articoli/
matematica-venti-consigli-per-un-amico-insegnante/

Duval, R. (2018), Per ’educazione allo sguardo in geometria elementare e in
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1 Professeur honoraire a la Université du Littoral Céte d’Opale, Dunkerque
(Francia).

Circulo central

Primera corona

Segunda corona

Unidades figurales
2D/2D

Unidades figurales
1D/2D

Unidades figurales
2D/2D

Unidades figurales
1D/2D

Unidades figurales
2D/2D

Unidades figurales
1D/2D

12

12

T2

2

40 (alt.4,4,2)

40

Gabriele Gelatti, El triangulo mds bello. 2016.

La division de tres circulos concéntricos en 12 unidades figurativas 2D /2D y 12 unidades figurativas 1D/2D.
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Aprender la matematica
a veces es dificil:

;como podemos ayudar
a huestros alumnos?

Martha Isabel Fandiiio Pinilla:, Bruno D’Amore:
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Resumen todo. Por ejemplo, ayuda a evidenciar como en algunas
obras de arte hay tanta Matematica, ya sea Aritmética
n este articulo proponemos unabreve listade como Geometria.
sugerencias concretasy Utiles basadas sobre
nuestro trabajo cotidiano con docentes de
varios paises.
Palabras clave: aprender la matematica, errores de los
aprendices, actividad del docente de matematica.

Algunos alumnos aprenden la Matematica rapida-
mente, otros necesitan de un poco mas de tiempo. No es ‘
cuestion de mayor o menor inteligencia, el hecho es que _ }
cadauno de nosotros se relaciona diversamente con esta |
disciplina y con el aprendizaje en general. Por tanto, no —
debes pretender lo que no es posible pretender. Tienes
que respetar el tiempo de aprendizaje de cada uno. Lucio Saffaro, Piccolo Olio, olio su tela, 30x40 cm. Coleccién

Entre mas atractivo sea un argumento, mas facil sera privada, Bogota.
el éxito cognitivo. Por esto, evita la repeticion aburriday
busca la forma de hacer interesante los argumentos. En
este aspecto, la profesionalidad y la fantasia del docente
ayudan mucho.

No hables Unicamente de Matematica, busca que tus
estudiantes hablen, especialmente entre ellos. Nosotros,
de vez en cuando, escuchemos.

Haz que tus alumnos escriban de Matematica, incluso
condibujos, esquemas, bosquejos; propones actividades
donde deban leer la Matematica, porque leery entender la
Matematica es algo que se aprende paso a paso, y esto sera
siempre mas Util fuera de &mbito escolar. La investigacion Mario Merz, Il volo dei numeri o La successione di Fibonacci. 2000.
ha demostrado que para los nifios y los adultos es muy Torino.
dificil leer y entender un texto matematico, se requiere
entrenamiento desde nifos.

No tengas miedo del error en Matematica; cometer
errores es necesario para aprender. Por tanto, no deplores
quien se equivoca, siempre trata de entender la causa de
este errory ayudale a tus alumnos a entender con calma
y afecto donde radica dicho error y sobre todo explica
claramente las implicaciones que conlleva.

Recuerda siempre que un nifio aprende mejory mas de
un coetdneo capaz que de nosotros docentes: es necesario
que los alumnos trabajen en grupo, discutiendo entre ellos
los diversos puntos. Aprender Matematica es, en amplia
medida, negociar sus significados y no s6lo aceptarlos.

Propone actividades donde sean protagonistas el
dibujo, las construcciones, las maquetas, siempre relacio-
nadas con la Matematica, sin olvidar laberintos, recorridos, Piet Mondrian, Composizione A. 1919. Galleria Nazionale d’Arte
objetos. Que el alumno aprenda a ver la Matematica en Moderna e Contemporanea. Roma.
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Q A

Lorenzo Bocca. Composizione n. 05. Trittico. 2020. Acrilico su tavola.
60 50 cm. Coleccién privada, Flandes.

Evita la pedanteria, deja siempre un margen de libertad;
por ejemplo, antes de decir: “Te equivocaste”, piénsalo
dos veces. ;Y sila solucion fuese correcta, sélo diversa de
aquella que tu estabas esperando?

No des consejos inutiles, no ilusiones al estudiante
con recetas, no creas en panaceas. Ensenary aprender la
Matematica es un acto dificil, de coraje y de sensibilidad,
no de reglas de seguir.

No propongas actividades de resolver o de calcular
Unicamente; asigna tareas donde los alumnos tengan
gue inventar o discutir. Que de vez en cuando inventen
ellos mismos problemas. Que no sean sélo y Unicamente
algoritmos, sino también dibujar, buscar, discutir, narrar.
En ocasiones crear una poesia matematica ayuday ensefa
mucho mas que resolver un problema.

Busca siempre hacer entender que la Matematica fue
creada por seres humanos para satisfacer algun requeri-
miento, ya sea concreto o abstracto, que evolucioné en
eltiempoy que continlia a evolucionar, que en el mundo
hay miles de matematicos que cada dia crean teorias y
demuestran teoremas. jY qué problema si no fuese asi!:
todo lo que el ser humano inventa se basa en la Matema-
ticay en sus teoremas, el PC, las tabletas, los celulares y
sus aplicaciones, muchos de los instrumentos médicos,
aéreos, autos, TV, los algoritmos de seguridad, ... todo.

La Matematica tiene una gran historia y la historia
de la humanidad estad condicionada en gran parte por
el desarrollo de la Matematica; de vez en cuando narra
aspectos de esta gran historia adaptada a los alumnos.

Para ensefiar la Matematica dandole sentidoy no sélo
reglas, es necesario conocerla. Con humildad pregun-
tate: Debo afrontar este argumento con mis alumnos; ¢ lo
conozco lo suficiente, de adulto, de forma critica? ;0 s6lo
sé exactamente lo que voy a ensefiar? Si tienes dudas,
no tengas miedo: estudia la Matematica, no en los libros
destinados a los alumnos, sino en textos de Matematica
verdaderos, pensados y escritos para profesionales.

No pretendas que tus alumnos aprendan cosas indtiles,
elige siempre los que consideres pertinente y util.

Sustenta tu actividad profesional en la formacién didac-
tica; estudia con pasion un texto de Educacion matematica,
no de recetas, no de banales jueguitos, no de “métodos”
inventados por no expertos, sino en textos basados en la
investigacion. La investigacion en Educacion matematica
existe desde hace medio siglo y ha proporcionado un
gran numero de resultados cientificos concretos. No los
ignores, evita repetir los errores que muchos docentes no
preparados e ingenuos cometen cada dia, destruyendo asi
el amor que espontaneamente los alumnos tienen hacia
la Matematica. La Educacién matematica no coincide con
la experiencia; es mas, en muchos casos la contradice.

Muestra que en Matematica no hay ninguna “regla”, que
todo lo que se hace tiene un sentido légico, que siempre
hay explicacion para todo.

Convence a tus alumnos que te gusta ensefiar Mate-
matica y que amas ver como cada uno la aprende, quien
mas, quien menos.

Ensefia la Matematica con amor.

Notas

1 Nucleo diRicerca in Didattica della Matematica, Dipartimento di
Matematica, Universita di Bologna (Italia).

2 Doctorado Interinstitucional en Educacién, Universidad Francisco José
de Caldas, Bogota (Colombia).
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Evaluacion de la matematica a larga
escala e investigacion en educacion
matematica

Federica Ferretti:




Resumen

n la siguiente contribucion, presentaremos
brevemente un nuevo efecto de contrato
didactico, surgido de un macrofenémeno
sacado a la luz en la evaluacion nacional a
gran escala de la matematica.
Palabras clave: evaluacién nacional de matematica a
gran escala, contrato didactico, edad de la Tierra.

Paralelamente al desarrollo de las experiencias inter-
nacionales masimportantes (OCDE-PISA, IEA-TIMSS, IEA-
PIRLS), en las ultimas décadas casi todos los paises han
introducido evaluaciones nacionales de aprendizaje a gran
escala en primariay secundaria (Looney, 2011). Como se
destaca en la literatura, el impacto institucional de las
evaluaciones a gran escala también tiene fuertes conse-
cuencias anivelde aulay, porlo tanto, en los procesos de
ensefanza-aprendizaje. Estas pruebas, construidas con
el objetivo de evaluar el aprendizaje de la matematica a
nivel de sistema, tienen cada vez mas implicaciones desde
las perspectivas educativa, didactica, historico-culturaly
politica, tanto a nivel local como global (Doig, 2006). Todo
esto ha llevado a que las evaluaciones estandarizadas a
gran escala se hayan convertido, en distintas ocasiones,
en objeto de investigacion en educacién matematica (De
Lange, 2007, Meinck et al., 2017).

En Italia las evaluaciones nacionales a gran escala son
administradas por el INVALSI (www.invalsi.it), organismo
de investigacion que, entre otras tareas, realiza controles
periddicos y sistematicos de los conocimientosy compe-
tencias de los alumnosy de la calidad global de la oferta
educativa de los centros de ensefianza. La coherencia del
marco teorico de la prueba de matematica del INVALSI
con las Indicaciones Curriculares ministeriales y los prin-
cipales resultados de la investigacion en didactica de la
matematica, asi como el disefio de las pruebasy la forma
en que se devuelven los datos (INVALSI, 2018), hacen que
los macrofendmenos destacados en la prueba nacional
puedan proporcionar informacion Gtil y convertirse en
herramientas interpretativas de algunos aspectos de los
procesos de ensefianza y aprendizaje de la matematica.

Los analisis cualitativos y cuantitativos de los textos
y de los resultados de las pruebas INVALSI han aportado
numerosas contribuciones a la investigacién en educa-
cion matematica por parte de diversos investigadores
italianos. Las principales fueron presentadas por el grupo
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de investigacion coordinado por la autora de esta con-
tribucion en el Seminario Nacional de Investigacion en
Educacion Matematica 2023 _(https://www.airdm.org/
seminario-nazionale/xxxix-seminario-nazionale-in-dida-
ttica-della-matematica/).

Los resultados obtenidos estan dialécticamente conec-
tados con algunos de los resultados de investigacién mas
importantesy compartidos en didactica de la matematica,
altiempo que llaman la atencion de la comunidad investi-
gadora sobre nuevos fendmenosy nuevas caracteristicas
de fendmenos ya conocidos. El enfoque de investigacion
que une nuestros estudios es el uso de evaluaciones a gran
escala como herramienta de reflexion, analisis e investi-
gacién sobre los procesos de aprendizaje y ensefianza de
los estudiantes italianos.

@

Las evaluaciones a gran escala son
evaluaciones del sistemay tienen

como objetivo el seguimiento de un
sistema educativo y la verificacion de la
aplicacion de los programas ministeriales.
La informacion devuelta por estas
evaluaciones, cuando es coherente con

el sistema educativo, puede integrarse

en las practicas escolares desde una
perspectiva formativa.

Uno de los principios que guian nuestra investigacién en
este campo es una visién fenomenolégica de la interaccién
delinvestigador con los procesos de ensefianza-aprendi-
zaje; en nuestros estudios partimos de una observacion
ecolodgica de lo que perciben y detectan en el campo los
distintos actores del sistema (investigadores, profesores,
alumnos, INVALSI, etc.), teniendo en cuenta, no obstante,
que esta percepcidn y esta deteccidn estan, a su vez,
enmarcadas y condicionadas por creencias, teorias, etc.
Pero es precisamente esta dialéctica entre fenomenologia
y teorias la que permite la evolucién.

Toda nuestra investigacion se basa también en una
vision formativa de la evaluacién en matematica. Las
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evaluaciones en el aula y las evaluaciones a gran escala
tienen objetivos y fines diferentes. Las evaluaciones a
gran escala son evaluaciones del sistema y tienen como
objetivo el seguimiento de un sistema educativoy la veri-
ficacion de la aplicaciéon de los programas ministeriales.
La informacién devuelta por estas evaluaciones, cuando
es coherente con el sistema educativo, puede integrarse
en las practicas escolares desde una perspectiva forma-
tiva. La coherencia con el contexto educativo en el que
se inscriben los procesos de ensefianza y aprendizaje
objeto de nuestra investigacién es un hecho esencial,
como lo es encontrar en las pruebas del INVALSI ejemplos
de preguntas que estén en consonancia con los objetivos
planteados en las indicaciones nacionales.

Sin embargo, esta coherencia declarada de las pruebas
con el plan de estudios previsto debe ir acompafiada de
un analisis de la coherencia de las propias pruebas con las
practicas reales presentes en las escuelas italianas, que
forman parte del plan de estudios aplicado. La investigacién
siempre ha considerado como elemento esencial tanto del
diseno de los planes experimentales como de la interpre-
tacion de los resultados, la red de relaciones entre estos
tres elementos: las Indicaciones Nacionales, las pruebas
efectivamente enviadas sobre el terreno por el INVALSIy
las practicas declaradas o detectadas en el contexto.

Desde el punto de vista metodologico, en el sentido de
técnicas de recoleccion e interpretacién de datos sopor-
tadas en el sistema de principios, nuestros estudios han
utilizado métodos mixtos, incorporando los materiales de
las pruebas INVALSI en disefios tanto explicativos como
exploratorios. Una investigacion de métodos mixtos con-
siste esencialmente en dos o0 mas componentes o ten-
dencias de investigacion desde diferentes perspectivas
metodolégicas - en la mayoria de los casos cualitativa
y cuantitativa. Uno puede combinar los componentes
entre si, si el objetivo de la investigacion es uniry vincular
mutuamente los resultados de cada uno, o integrar los
componentes entre si, si el objetivo es la validacion mutua
de los resultados de la investigacion.

En todos nuestros estudios, la primera fase consiste en
integrar los dos componentes. De hecho, la investigacién
que vamos a presentar parte de una primera fase comun de
identificacion de lo que hemos denominado macrofené-
menos que emergieron durante la evaluacion del INVALSI.

El macrofendémeno es un hecho complejo, que surge
de la integracién de dos componentes, uno cualitativo
y otro cuantitativo, integrados y complementarios. La

informacién cuantitativa proviene, de las evaluaciones
del INVALSI y este es uno de los elementos que caracte-
riza fuertemente nuestra investigacion: la informacion
del componente cuantitativo del macrofenémeno se
obtiene a partir de un marco de las pruebas designado
y realizado por un organismo nacional de investigacion.
De ahila necesidad, en nuestros estudios, de compartir el
marco tedrico sobre el que se construyen las preguntas,
los métodos de recogida de datos, los analisis realizados
y los métodos de devolucion de los datos, tanto a nivel
de la muestra nacional como a nivel local de cada centro
educativo. La fase cualitativa del macrofenomeno esta
a cargo de investigadores expertos en didactica de las
matematicas que, con las lentes interpretativas que pro-
porcionan algunos de los resultados de investigacion mas
consolidados y compartidos, analizan e interpretan los
resultados del INVALSI que esbozan el macrofendémeno. A
partir de esta primera fase comun, cada investigacion se
caracteriza por preguntas de investigacion especificas y
las consiguientes instalaciones metodolédgicas destinadas
a responderlas.

Lasdemas fases de la investigacion son a veces cuanti-
tativas, utilizando datos de instalaciones experimentales
ad hoc, a veces cualitativas y a veces de métodos mixtos.

Algunos de nuestros estudios, en linea con este enfoque
de investigacion, han permitido caracterizar, cuantificar
y medir el alcance de diversos macrofenémenos; otros
han sacado a la luz nuevas evidencias e interpretaciones
vinculadas a los propios fendmenos (nuevos fendémenos
como el efecto de contrato didactico “Edad de la Tierra”).
Elgrupo de investigacion también se ha ocupado del estu-
dio de cémo estos macrofenémenos pueden constituir
un ingrediente de la formacion del profesorado, con qué
herramientas y qué modelos.

Efecto del contrato didactico:
“Edad de la Tierra”

El punto de partida de la investigacion que condujo a
la definicion del efecto es un fendmeno educativo que se
observé en dos preguntas de las pruebas de matematicas
INVALSI, realizadas en Italia a todos los alumnos del Grado
10 (segundo curso de secundaria). La primera pregunta,
administrada de forma censal a unos 600 000 alumnos
italianos de Grado 10 curso de todos los planes de estudios
se muestra en la Figura 1.
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['Homo Erectus?

D5. L'eta della Terra € valuata intorno al 4,5 x 10° anni. L'homo Erectus & comparso circa
10° anni fa. Qual € la stima che piu si avvicina all'eta che la Terra aveva quando &€ comparso

O A 4,5x10°anni
[ B. 3,5x10%anni
[0 c. 45x10°anni

O D. 4,5x10%anni

Traduccion:

Homo Erectus?

La edad de la Tierra se estima en unos 4,5 x 10° afos. El Homo Erectus aparecié hace unos
10 afos. ;Cudl es la estimacién mas cercana a la edad que tenia la Tierra cuando aparecio el

Figura 1. Tarea D5, Grado 10 - Prueba INVALSI de Matematicas 2011

Elsiguiente grafico (Fig. 2) muestra los resultados con
referencia a una muestra estadistica representativa a
escala nacional de aproximadamente 45000 estudiantes.

Como puede verse en la Figura 4, las respuestas correc-
tas (opcién A) fueron el 10,2 %. La opcién incorrecta mas
elegida eslaopcion D, donde el exponente de la potencia
es la diferencia de los exponentes de las potencias en

el texto. Una situacion equivalente, matematicamente
hablando, se presenté en la prueba INVALSI 2013 para
Grado 10. La pregunta (Figura 3) se administré a 560000
estudiantes de las clases de segundo ciclo de cada via
escolary la muestra consistié en aproximadamente 40000
estudiantes.

© RespuestaA10.2% @ Respuesta B 6.9% @ Respuesta C23.2%

Respuesta D 57% ® Faltay no esvalido 2.7%

Figura 2. Porcentajes Muestra Nacional, Tarea D5, Grado 10 - Prueba INVALSI de Matematicas 2011, www.gestinv.it
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D6. Un atomo di idrogeno contiene un protone la cui massa m, e all'incirca2.10? kg, e un
elettrone la cui massam_ "all'incirca 9. 10°* kg.

Quale tra i seguenti valori approssima meglio la massa totale dell'atomo di idrogeno (cioe

m +m )?
O A 2.107kg
[0 B. 11.10%kg
[0 C. 11.10%kg
[0 D. 18.10%kg
Traduccion:

Un atomo de hidrégeno contiene un protén cuya masa m_es aproximadamente 2. 10% kg, y
un electrén cuya masa m_es aproximadamente 9. 10" kg.

(Cudl de las siguientes opciones se aproxima mejor a la masa total de &tomo de hidrégeno
(es decir,m_+m,)?

Figura 3. Tarea D6, Grado 10 - Prueba INVALSI de Matematicas 2013

@ Respuesta A 18% ® Respuesta B 9.4% @ Respuesta C 33.3%

@ Respuesta D 33.3% Faltay no es valido 6%

Figura 4. Resultados - Muestra Nacional, Tarea D6, Grado 10 - Prueba INVALSI de Matematicas 2013, www.gestinv.it
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Como muestran los resultados (Figura 4), el 18 % de las
respuestas fueron correctas. Analizando los porcentajes
de eleccidn de las opciones erréneas, se observa que las
opciones Cy D, en las cuales el exponente de la potencia
se obtiene sumando los exponentes de las potencias del
texto, son las mas elegidas a nivel nacional (mas del 30
% de elecciones cada una).

Las primeras interpretaciones del fendmeno puesto
derelieve porla pregunta “Edad de la Tierra” vinculaban
genéricamente el comportamiento de los alumnos a los
efectos de contrato didactico en el sentido de Brousseau
(Brousseau, 1997) y a la falta de control critico sobre los
contenidos. En particular, el hecho de que la mayoria
de los alumnos en la pregunta “Edad de la Tierra”, cuyo
texto recuerda intuitivamente una situacion sustractiva,
elijan la opcion D en la que el exponente de la potencia
es la diferencia de los exponentes de las potencias en la
entrega podria aparecer como un ejemplo evidente de la
presenciade la clausula de contrato didactico denominada
delegacion formal (D’Amore, 2007); aligual que en la pre-
gunta “Masa del proton” (situacion aditiva) la mayoria de
los alumnos eligen las opciones Cy D (en las que aparece
la suma de los exponentes de las potencias).

Sin embargo, observamos otro hecho, que se manifiesta
en ambos casos: la respuesta correcta es uno de los datos
explicitamente presentes en el texto de la pregunta. En dos
preguntas administradas a alumnos de Grado 8 se pueden
encontrar situaciones similares. Estos cuatro ejemplos, que
difieren en muchos aspectos del enunciado, el contexto,
el contenidoy la habilidad requerida, tienen en comun la
dificultad que surge cuando la respuesta coincide con uno
de los datos de partida, dificultad que inesperadamente
también afecta a alumnos con niveles de habilidad media
y alta en la prueba. Estas observaciones dieron lugar a
unainvestigacion que condujo a la definiciéon de un nuevo
efecto de contrato didactico denominado efecto “Edad
de la Tierra”. En concreto, dentro de la investigacion se
investigd y definié el efecto y el principio regulador que
lo determina. En detalle, el efecto observado puede des-
cribirse del siguiente modo:

En una situacion de ensefianza, ante una entrega, los
alumnos tienden a no aceptar una respuesta que no pueda
identificarse claramente con un resultado distinto de los
datos de partida.

La hipétesis de la investigacién es que este efecto
depende de un principio regulador (que, en un primer ana-
lisis, parece derivarse de las practicas en el aula) del tipo:
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El resultado de un problema o de una operacién no
puede ser el mismo que el punto de partida.

Se investigo si el fendmeno se produce en distintos
dominios matematicos, si afecta a todos los niveles esco-
lares, si esta presente en alumnos con distintas capaci-
dades matematicas, si depende del control semantico
del alumno sobre el contenido de la pregunta y de las
distintas capacidades matematicas y, por ultimo, si es
posible cuantificarlo. En segundo lugar, se investig6 si el
comportamiento de los alumnos en los que se observa
el efecto depende de un principio regulador préximo al
enunciado. Para responder a las preguntas de investiga-
cion, se llevo a cabo un experimento que constaba de
fases cuantitativas y cualitativas en el que participaron
aproximadamente 650 alumnos del primer y segundo
ciclo de ensefianza. Los resultados muestran que el efecto
se manifiesta en todos los niveles escolares investigados
y no depende ni del control semantico de la situacion
propuesta ni de la habilidad matematica con respecto al
contenido investigado. La ampliacion del marco tedrico
de partida permitié encuadrar las entrevistas realiza-
das por los alumnos y, por tanto, el principio regulador
que determina el efecto. La investigacién muestra que
el efecto se manifiesta en menor medida con respecto a
las preguntas del ambito de la geometria. Las principales
conclusiones de la investigacion se publicaron en Ferretti
y Bolondi (2019).
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Resumen

n este articulo se presenta una revision de

algunos avances tedricos alcanzados en la

Educacién matematica, especificamente en

relacién con la investigacion sobre la ense-

fanzay aprendizaje de la Estadistica y la Probabilidad.

Utilizando estos aspectos como eje central, se discute una

situacion didacticay un problema econémico afrontado

por la sociedad en el afo 2008. Se destaca como la caren-

ciadeldesarrollo de la cultura estadisticay probabilistica

deja expuestos a los ciudadanos a manipulaciones y

estafas, lo que revela la importancia del desarrollo de

practicas educativas que reconozcan los aportes de la
vision cientifica de la Educacién matematica.

Palabras clave: aprendizaje de la probabilidad, cultura

estadistica, cultura probabilistica, educacién matematica.

Cuando se habla de la ensefianza y aprendizaje de la
Estadisticay la Probabilidad, y en general de la Matematica,
se suelen hacer sefialamientos sobre multiples problemas
que existen alrededor de estos procesos. Esto ha llevado
al desarrollo de diversas investigaciones alrededor del
mundo que buscan, por ejemplo, comprender por qué
existen esas dificultades, establecer soluciones, identificar
aspectos que se deben evitary mejorar, etc. No obstante,
los problemas persisten y la percepcion negativa de los
estudiantes sobre el aprendizaje de la Estadistica y la
Probabilidad es muy fuerte.

La respuesta que mas eco ha tenido ante las dificul-
tades que experimentan los estudiantes, al aprender
matematica, es la generacion de formas alternativas de
ensefianza, esto a pesar de la evidencia cientifica que
existe del fracaso de esta forma de concebir la Educacion
matematica. Por ejemplo, Brousseau (1986) muestra que
centrarse Unicamente en ;como ensefio? lleva a propuestas
que generan unailusion sobre el aprendizaje de los estu-
diantes, ilusién que se desvanece facilmente tan pronto
llega una evaluacion externa (Pruebas nacionales o inter-
nacionales), la cual usualmente pone en evidencia que tal
aprendizaje no existe y que los estudiantes simplemente
han adoptado una forma de responder a las demandas
del docente en la clase. Con mayor precision, estas formas
de responder de los estudiantes a las actividades que
propone el profesor son evidencia de lo que se conoce
como efectos del Contrato diddctico, fendmeno didactico

Educacion matematica | 59

que define Brousseau (1980) y del cual se realizan estudios
detallados en Sarrazy (1995) y D’Amore et al. (2018).

Ahora bien, el hecho de que la bisqueda constante
y global de alternativas de ensefnanza sea la de mayor
exhibicion y propaganda comercial, no significa que no
existan investigaciones profundas, seriasy desarrolladas
desde una visién cientifica de la Educacion matematica.
Cadavez son mas los trabajos que abordan a la ensefianza
y aprendizaje de la Matematica como procesos complejos,
dinamicos, de caracter histérico, social y cultural que impli-
can multiples dimensiones a considerar en la clase: epi-
stemoldgica, ontoldgica, pedagdgica, didactica, cognitiva,
ética, semiotica, emocional, etc. No es el objetivo de este
breve escrito el precisar todas las lineas de investigacion
existentes, las teorias desarrolladas y las comunidades
que aportan constantemente al desarrollo de la Educacion
matematica como una disciplina cientifica, sobre este
aspecto puede leerse por ejemplo a Rico et al. (2000),
Godino (2003), D’Amore (2023), D’Amorey Fandifio (2020),
D’Amore et al. (2023). En su lugar, se describen algunos
aspectos alusivos a la Estadistica y la Probabilidad en la
educacion basica.

Entre los aspectos que sin lugar a duda ocupan un lugar
central en la investigacién en Educacion matematica, se
encuentra el comprender la naturaleza de los objetos que
se pretenden ensefary aprender. En el caso particular de
la Estadistica se ha avanzado notablemente en la preci-
sion de cual es su naturaleza y cual es la finalidad de su
ensefianzay aprendizaje, por ejemplo, con la Estadistica
en las aulas de clase se estudia y describe fenémenos rea-
lizando previsiones de cara al futuro, es decir, trabaja en
el ambito de laincertidumbre, por lo tanto, se aborda una
cultura no determinista del analisis de datos reconociendo
la necesidad de su recoleccién oportuna (Batanero et al.,
2013). Ademas, con la Estadistica se desarrolla la capacidad
para interpretary evaluar criticamente informacion (Gal,
2002), lo que lleva a la competencia para comunicar los
significados de los datos en forma que sea comprensible
para otros (Arteaga et al., 2011). Incluso, con la Estadistica
se realizan predicciones y explicaciones de las causas
de la variacion en diferentes contextos, esto a través del
establecimiento de modelos para fendémenos en los que
esta presente la aleatoriedad (Batanero, 2015).

Los anteriores son solo algunos aspectos, lo masimpor-
tante es que la mecanizacion de algoritmos y memoriza-
cion de formulas estadisticas no aparece. Esto no quiere
decir que no sea importante que el estudiante conozcay
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maneje las expresiones que permiten calcular un prome-
dio, una desviacién estandar o cualquier otra estadistica,
lo que esto significa es que la finalidad de la educacion
estadistica no es generar un sujeto netamente cognitivo
que replique férmulas sin pestafiear, pero que no sea
capazdeinterpretar criticamente informacién estadistica.

Mas alin, un aspecto importante en los diferentes tra-
bajos en que se aborda la naturaleza del razonamiento
estadistico es el reconocimiento de la incertidumbre, la
aleatoriedad, lainferenciay la variacion como el corazén
de las practicas que se desarrollan en esta area del cono-
cimiento. De ahi que en el &mbito internacional se reco-
nozcay exalte frecuentemente que el fin de la educacion
estadistica es el desarrollo de la cultura estadistica en los
estudiantes, lo cualimplica el desarrollo de la capacidad
para recolectar, describir, interpretar, evaluar, discutir y
comunicar informacién estadistica (Gal, 2002).

Desde el punto de vista didactico la cultura estadistica
implica en la formacion del profesor como minimo: (1) la
reflexion epistemoldgica sobre el significado de los objetos
que pretende ensefar; (2) el analisis de las transforma-
ciones del conocimiento para adaptarlo a los distintos
niveles de ensenanza; (3) el estudio de las dificultades,
errores y obstaculos de los alumnos en el aprendizaje y
las estrategias para abordarlos; y (4) el analisis del cur-
riculo, situaciones didacticas, metodologia de ensefianza
y recursos didacticos especificos (Batanero, 2002).

@

Ademas, con la Estadistica
se desarrolla la capacidad
para interpretary evaluar
criticamente informacién
(Gal, 2002), lo que lleva

a la competencia para
comunicar los significados
de los datos en forma que
sea comprensible para otros
(Arteaga et al., 2011).

En cuanto a los estudiantes, la cultura estadistica busca
que reconozcan la necesidad de los datos estadisticos,
desarrollen transnumeraciones, perciban la variacion
en los datos, razonen a partir de modelos estadisticos
e integran todos esto en el analisis de situaciones de su
contexto (Arteaga et al., 2015). Esto implica que ante la
representacion grafica o numérica de datos estadisticos
el estudiante tenga la competencia para leer los datos
(identificarlos o describirlos), leer entre los datos (extraer
tendencias, relaciones, calculos o comparaciones), leer
mas alla de los datos (analizar su estructura o efectuar
predicciones) y leer detras de los datos (extraer conclu-
siones de la recoleccion de los datos) (Curcio, 1987; Gea
etal., 2017).

Este tipo de precisiones se han desarrollado también
para la Probabilidad, pues desde el punto de vista didac-
tico su ensefianzay aprendizaje requiere de aspectos muy
puntuales y diferenciales. De hecho, ante las diferencias
que existen entre el estudio de la Estadistica descriptivay
de la Probabilidad, surgi6 el concepto de Cultura probabi-
listica como aquel que recoge la comprension de lasideas
fundamentales de la Probabilidad, la competencia minima
para obtener probabilidades, el dominio del lenguaje del
azar, la capacidad para interpretar una probabilidad en
términos de un contextoy para plantear preguntas criticas
sobre ella (Batanero, 2015).

Nuevamente desde el punto de vista de lo que esto
significa para la formacién del profesor, se mantienen los
elementos ya descritos en la cultura estadistica, pero sur-
gen como aspectos adicionales: (1) la gestion de actitudes
positivas ante la Probabilidad que le permitan valorarla,
estar dispuesto y seguro de aprenderla y ensefiarla; (2)
control de creencias infundadas sobre el azary lainfluencia
de estas sobre sus interpretaciones; y (3) comprender los
propios sentimientos sobre la incertidumbre (Lilleholt,
2019).

Por parte del estudiante, se busca que desarrolle su
razonamiento probabilistico reconociendo que este se
caracteriza por el trabajo con fendmenos aleatorios en
los cuales predomina la incertidumbre, la busqueda de
credibilidad de la evidenciay el desarrollo de la intuicidon
para emitir juicios a partir de la fuerza de la inferencia (Fis-
chbein, & Schnarch, 1997). Este razonamiento incluye el
comprender los diferentes significados de la probabilidad
(Batanero, 2005), reconocer la diferencia entre resolver
un problema de probabilidad y usar la probabilidad para
la toma decisiones (Borovcnik, 2016), comprender que



no existen criterios directos o algoritmos para lograr un
resultado deseado en situaciones aleatorias, capacidad
para discriminar aleatoriedad y causalidad, tomar con-
ciencia de la influencia de las probabilidades previas,
reconocer la asimetria de las probabilidades condicionales
einterpretar correctamente las probabilidades pequenas
(Batanero et al., 2023).

En resumen, la ensefianza y aprendizaje de la Proba-
bilidad requiere como minimo del reconocimiento de
su naturaleza de incertidumbre, de aleatoriedad y azar,
ademas del dominio historico, epistemolégico, didactico
y emocional por parte del docente de la Probabilidad y
del desarrollo del razonamiento probabilistico en el estu-
diante. Pero jqué pasa cuando desconocemos este tipo
de avances de la Educacion matematica? Recordemos
que iniciamos destacando que existe evidencia de los
problemas que se producen al no reconocer la vision de
la Educacién matematica, veamos un ejemplo de ello.

Empecemos por una situacion netamente académica.
Para la educacién basica en Colombia se propuso una
coleccion de textos de matematicas que fue distribuida en
la mayoria de instituciones educativas publicas. Tomamos
deella la siguiente situacion omitiendo el nombre del texto
para evitar sefalamientos, en su lugar nos centramos en
el aspecto didactico.
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Se solicit6 a 60 estudiantes (10 a 11 afos de edad) de
grado quinto de basica primaria (la situacién esta dise-
fada para ese nivel educativo) resolver la situacion. El
65% de los estudiantes respondié que la opcion b (azul)
era correcta. Cuando se lee la explicacién del libro, en la
guia que se entrega al profesor, se plantea como solucién:

Probabilidad bola amarilla:

10
Probabilidad bola azul: -
10
Probabilidad bola roja: —
10

Por lo tanto, es mas probable que la bola que Juan
saque sea de color rojo.

Es decir, los creadores del texto esperan que el estu-
diante solucione la situacién a través de la aplicacion del
significado Laplaciano de la probabilidad (Batanero, 2005),
es decir que emplee la regla de Laplace de numero de
casos favorables dividido en el nUmero de casos totales.
;Qué les paso a los estudiantes? ;Simplemente no saben
calcular la probabilidad? Al preguntar a los estudiantes
uno de ellos explico claramente lo ocurrido: «Arriba de la
bolsa estan las bolas azules, como son las primeras va a
sacar una de esas».

Se le han tapado los ojos a Juan
y se le ha pedido sacar una

bola de la bolsa. Es mas probable
que la bola se de color:

A. Amarillo
B. Azul
C. Rojo
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Entonces, ;la respuesta muestra una dificultad en el
aprendizaje de los estudiantes? o jes desconocimiento
de quien propone la situacién, respecto a la necesidad de
hacer explicita la aleatoriedad a través de alguna accion
que implique que todos los acontecimientos son igual-
mente probables? esto considerando que Laplace declara
que su formula funciona en un ambito de equiprobabili-
dad. La argumentacién del estudiante es valida, desde
su percepcion hay un evento de mayor posibilidad de
ocurrencia en las condiciones de la situacion. Se podria
pensar que esto no tiene mayor importancia, que basta
con que el profesor aclare que para calcular la probabi-
lidad se emplea la formula de Laplace, pero jcual es la
implicacion de acabar con este pensamiento intuitivo del
estudiante sobre la probabilidad? Vedmoslo ahora en un
ejemplo de la vida real.

Enel2015 se estrend la pelicula La gran apuesta, dedi-
cada a la crisis economica originada por la burbuja inmo-
biliaria en el aflo 2008. Esta pelicula inicia con la frase
de Mark Twain: «Lo que te mete en problemas no es lo
que no sabes, es lo que estads seguro que sabes pero que
simplemente no es asi». Esto resume lo ocurrido con la
manipulacién del concepto de probabilidad por parte de
agentes que ofrecian bonos hipotecarios en los Estados

Unidos.

La busqueda de una
cultura estadisticay
probabilistica no es un
capricho intelectual

o un discurso vacio

de los académicos, es
una necesidad real,
que tiene una relacion
directa con lavida de
las personas.

Para resumir la situacion, a los inversores se les ofrecia
diferentes paquetes de créditos hipotecarios dependiendo
delnivel deriesgo. Laforma de diferenciarlos era a través
de ladenominacion A (alto riesgo) para aquellas hipotecas
que habian sido otorgadas a personas con baja liquidez,
AA (riesgo medio) que hacian referencia a hipotecas en
las cuales se prometia como minimo la recuperacion de
lasinversiones, AAA (bajo riesgo) para aquellas en las que
estaba garantizado el pago con propiedades de un alto
nivel de valorizaciény luego los tipo B que eran aquellas
otorgadas a personas sin hacer un estudio de su estado
financiero y por lo tanto mayoritariamente correspon-
dientes a créditos hipotecarios que no se pagaban. Esta
clasificacion era realizada por agencias de calificacion
quienes, ademas, determinaban una probabilidad de
pago, de manera que para ser denominado AAA se debia
tener minimo un 93% de probabilidad de pago de los
créditos hipotecarios.

Es decir, si a un inversor le plantean que cuenta con
un 93% de probabilidad de pago, es facil pensar que es
una inversiébn muy conveniente, asi lo pensaron desde los
bancosy empresarios hasta los pequenos inversionistas.
Pero ;basta con una probabilidad alta para anticipar un
resultado? Pensemos en el ejemplo inicial del texto de
grado quinto, la probabilidad de sacar una bola roja era
de 4/10y erala mayor, entonces ;era suficiente para con-
siderarlo como el evento mas probable? o era necesario
ver las condiciones detras de la situacién y del calculo
de las probabilidades como lo pensaron los estudiantes.

Precisamente, la crisis inmobiliaria y econémica del
afo 2008 ocurrid porque las personas asumian el 93% de
probabilidad como una garantia deterministica. Omitieron
que asi sea solo el 7% de probabilidad de no pago, existe
unaincertidumbre sobre lo que puede pasar. Masimpor-
tante aun, demostraron que existia un desarrollo nulo
del razonamiento probabilistico, pues no consideraron
la diferencia entre el valor de una probabilidad y usar la
probabilidad para la toma decisiones, no comprendieron
que no existen algoritmos que garanticen un resultado
deseado en situaciones aleatorias, omitieron que la pro-
babilidad no implica causalidad. Mas aun, olvidaron un
principio fundamental del razonamiento estadistico, no
basta con conocer los datos y como interpretarlos, es
fundamental conocer el origen de ellos, cuales son las
condiciones bajo las cuales se recolectaron y calcularon.

Este ultimo elemento explica porque existieron tan-
tas personas afectadas por la crisis del 2008, pues los



inversores no se preocuparon por conocer la forma en
que se determinaba el 93% de probabilidad de pago. La
primera forma era a través de la capacidad de pago de
los responsables de las hipotecas, es decir hipotecas de
categoria AAA con las cuales el 7% de no pago se puede
pensar como bajo y por tanto una buena inversion, pero
existia otro camino. Se podian reunir varias hipotecas
de calificacién B, A o AA en lo que se denominé un CDO
(Collateralized Debt Obligati), de manera que, al contar
con un numero considerables de ellas, aportando cada
una un pequefio porcentaje, se llegaba al famoso 93%y
por tanto a ladenominacion AAA. Con esto, la mayor parte
deinversores realmente llevaron su dinero a paquetes de
hipotecas del mas alto riesgo de no pago para terminar
perdiendo su dinero.

Este es solo un ejemplo de muchas situaciones coti-
dianasen las que se hace un uso equivocado de la nocidon
de probabilidad llevando a las personas a fracasos prin-
cipalmente econémicos. El bajo nivel de razonamiento
probabilistico lleva a muchos ciudadanos a ser presas
faciles de estafas, productos y servicios en los que pierden
sus recursos, por ejemplo, en casinos, apuestas deportivas,
piramides, etc. Esto es una muestra de las implicaciones
de noreconocery llevar al aula el conocimiento cientifico
que nos otorga la Educacion matematica. La busqueda de
una cultura estadistica y probabilistica no es un capricho
intelectual o un discurso vacio de los académicos, es una
necesidad real, que tiene unarelacién directa con lavida
de las personas.
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Formacion matematicay
didactica de los profesores
de educacion primaria




Resumen

a formacién de profesores de matematicas
requiere tener en cuenta tanto el desarrollo
de los conocimientos matematicos como los
correspondientes a la didactica de la disci-
plina. Para ello los formadores de profesores deben dispo-
ner de modelosy recursos que orienten el disefio e imple-
mentacion de programas y acciones formativas idéneas
que contemplen la formacion matematica y didactica,
asi como su articulacion. En este trabajo se describen los
libros del Proyecto Edumat-Maestros como recursos para
la formacion matematica y didactica de los maestros de
educacioén primaria. Se analiza también el modelo implicito
de los conocimientos didactico-matematicos implemen-
tado en dichos textos, asi como la estrategia seguida para
la articulacién de la matematicay la didactica.
Palabras clave: formacién de maestros, matematicas,
didactica, proyecto Edumat-Maestros.

Proyecto Edumat-Maestros

En el marco de un proyecto de investigaciony desarro-
llo, conocido como proyecto Edumat-Maestros, iniciamos
en elafno 2002 la elaboracién de una coleccién de mono-
grafias para la formacién en matematicas y didactica de
las matematicas de profesores de educacién primaria
(Godino et al, 2004a; 2004b). En el afio 2003 publicamos
seis monografias donde presentamos los conocimientos
matematicosy didacticos de los distintos bloques de con-
tenido: sistemas numéricos, proporcionalidad, estocastica,
medida, geometria y razonamiento algebraico. En una
monografia complementaria presentamos una perspectiva
general de los fundamentos de la ensefianza y aprendi-
zaje de las matematicas. Los contenidos matematicos y
didacticos de las siete monografias fueron reagrupados en
2004 en dos libros: Matematicas para maestrosy Didactica
de las matematicas para maestros. La finalidad de esta
nueva agrupacion era responder a los planteamientos de
aquellas universidades en las cuales se optaba por enfocar
la formacion de los maestros introduciendo una separa-
cion entre los contenidos matematicos y los didacticos.
Todos estos libros se publicaron en la modalidad de acceso
abierto, y estan disponibles en el sitio web https://www.
ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/welcome.htm
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Los libros del Proyecto Edumat-Maestros han tenido
una acogida muy favorable como mostramos en la Figura
1 donde se refleja la estadistica producida por Google Ana-
litic sobre el sitio web donde estan disponibles los libros.
En el periodo de 10 afios, entre 2011 a 2020 ha tenido un
total de 234.934 visitas.

cuentas p:fwww.ugr.es/~jgedina/edumat-maestros/ welc

i Todas las cuentas » hitp/ umat-maestros/welcome. him
A0 Analyties  \www.ugr.es/~jgodinoledumat-maestros/welcome.htm

©® Usuarios
4.000

2000

2011 2012 2013 2014 2015 2018 2017 2018 2018 2020

Usuarios

96.104
TR NS

Numero de visitas a paginas

234.934
MWA—\_,-____.M_

Figura 1. Visitas al sitio web de Edumat-Maestros segiin Google
Analytics

Los libros Edumat-Maestros son considerados princi-
palmente como recursos para el uso de los formadores
de profesores y los estudiantes del grado de Educacion
Primaria y han recibido un nimero de citas notable en
Google Scholar (Tabla 1), ademas de ser alojados en otros
sitios web como academia.edu y researchgate.net.

Libro Edumat-Maestros N’.O de
citas
Fundamentos de la ensefianzay el
aprendizaje de las matematicas 943
Matematicas para maestros 827
Didactica de las matematicas para maestros =~ 742
Medida de las magnitudes y su didactica 325
Estocastica y su didactica 375
Razonamiento algebraico y su didactica 214
Geometria y su didactica para maestros 185
Sistemas numéricos y su didactica 126
Proporcionalidad 87

Tabla 1. Nimero de citas en Google Scholar de los libros Edumat-
Maestros
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Modelo de analisis de los
conocimientos didactico-
matematicos

Existen diferentes modelos de categorias de conoci-
mientos que deberian tener los profesores de matemati-
cas para favorecer el aprendizaje de los estudiantes (p.e.
Ball et al., 2008; Carrillo et al., 2018; Godino et al., 2017).
La Figura 2 resume las categorias de los conocimientos
didactico-matematicos propuestas por el modelo de Cono-
cimiento Didactico-Matematico, CDM (Pino-Fany Godino,
2015). En la parte inferior de la Figura 2 incluimos también
informacion sobre dos categorias de conocimientos del
profesor relacionadas con la dimensién matematica,
esto es, el conocimiento matematico per se, que el pro-
fesor debe tener. Seglin explicamos en Pino-Fan y Godino
(2015), el conocimiento comun del contenido es aquel
conocimiento de un objeto matematico concreto, que es
suficiente para resolver los problemas o tareas propuestas
en el curriculo de matematicas (o planes de estudio) y en
los libros de texto, de un nivel educativo determinado.
Se trata de un conocimiento que es compartido entre
el profesor y los estudiantes. El conocimiento ampliado
del contenido es el que debe tener el profesor sobre las
nociones matematicas que se estudian mas adelante en el
curriculo. El conocimiento ampliado del contenido provee
al profesor las bases matematicas necesarias para plantear
nuevos retos matematicos en el aula, vincular el objeto
matematico que se esta estudiando con otras nociones
matematicasy encaminar a los alumnos al estudio de las
nociones matematicas mas avanzadas.

Los sistemas de categorias de conocimientos que debe-
rian tener los profesores de matematicas para favorecer
el aprendizaje son contenedores para clasificar los cono-
cimientos seglin diversos criterios, pero no especifican
cudles son, de hecho, tales conocimientos para los diversos
bloques de contenido (aritmética, geometria, etc.). Los
libros Edumat-Maestros complementan estos modelos
teoricos al desarrollar efectivamente los conocimientos
y habilidades matematicas y didacticas para el disefo
de programas y acciones formativas sobre matematicas
(profesor de matematicas de educacién primaria) y sobre
didactica de las matematicas (formador de profesores).
En los siguientes apartados analizamos las caracteristi-
cas de los libros del proyecto Edumat-Maestros desde la
perspectiva del modelo CDM.

Matematicas para maestros.
Conocimiento comun y ampliado del
contenido

El libro Matemadticas para maestros (Godino et al., 2004)
es un recurso que incluye los conocimientos que los maes-
tros deberian tener para disefar procesos de instruccion
matematica en los distintos niveles de educacion primaria.
Define lo que se puede considerar “matematicas idéneas”,
tanto para los escolares de primaria (conocimiento comun),
como para los maestros encargados de su ensefianza
(conocimiento ampliado). Veamos las caracteristicas de
los procesos instruccionales de matematicas que el texto
propone para las diferentes facetas del modelo CDM.

Facetas epistémica y ecologica

El texto incluye los distintos bloques de contenido
curricular propios para la educacién primaria: Sistemas
numéricos; proporcionalidad; geometria; magnitudes;
estocastica; razonamiento algebraico.

Elbloque de sistemas numéricos es el mas extensoy se
compone de seis capitulos (NUmeros naturales. Sistemas
de numeracién; Adicion y sustraccion; Multiplicacion y
division; Fracciones y nimeros racionales; NUmeros y
expresiones decimales; NUmeros positivos y negativos). La
geometria se aborda en tres capitulos (Figuras geométri-
cas; Transformaciones geométricas. Simetria y semejanza;
Orientacién espacial). Las magnitudes incluyen un capitulo
sobre el concepto de magnitud y su mediday otro sobre
las magnitudes geométricas. El bloque de estocastica se
agrupa en dos capitulos (Estadistica; Probabilidad), mien-
tras que la proporcionalidad y el razonamiento algebraico
se desarrollan en un capitulo cada uno de ellos. El estudio
de cada capitulo incluye dos secciones:

A: Contextualizacion profesional

En esta seccion se incluye una colecciéon de problemas
y ejercicios extraidos de libros de educaciéon primaria para
los cuales se pide al profesor en formacion resolverlos,
analizar los conceptosy procedimientos implicados en la
soluciény formular otros problemas relacionados con los
problemas dados. Con estas consignas se comparte con
los profesores en formacién una vision de las matematicas
centrada en laresolucién de problemasy se desarrolla la
competencia de su formulacién y analisis.



CONOCIMIENTO DIDACTICO - MATEMATICO

Dialogo
Interaccién
Comunicacién

Actitudes
Afectos

Motivaciones
Creencias

Comprension situacional,
conceptual, poposicional;
Competencia prodecimental,
argumentativa y comunicativa;
Competencia metacognitiva

Diversidad
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interconectados

COMUN

Compartido con los
estudiantes de la etapa
educativa en la que
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EPISTEMICA
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AFECTIVA ' ﬁxﬂ MEDIACIONAL %l

FACETAS
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COMPONENTES

COGNITIVA (%J N ECOLOGICA
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Curriculo
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N

Compartido con los
estudiantes de etapa
educativas posteriores

AMPLIADO

PERSE

Figura 2. Facetas y componentes del conocimiento del profesor (Godino et al., 2017)

B: Conocimientos matematicos

Las matematicas se entienden como actividad de
resolucién de problemas y también como sistema de
objetos relacionados (conocimientos). En consecuencia,
en cada capitulo se describe con detalle los conoci-
mientos correspondientes. En cada leccion se incluyen
ejemplos introductorios que motivan la introduccién de
los contenidos y un apartado final Taller de matemdticas
donde se proponen problemas complementarios para
su resolucién.

Para la trama de objetos conceptuales que caracte-
rizan cada contenido se estudian diversos significados
(intuitivos y formales), las definiciones, propiedades y
procedimientos con sus respectivas justificacionesy el uso
de diversos sistemas de representacion. El estudio, por
ejemplo, de los nUmeros se inicia en educacion infantily se
progresa en sucesivos niveles de complejidad en primaria

y secundaria. Esto lleva a que los profesores tengan una
vision amplia de los diversos significados y de su progre-
siva generalidad y formalizacién, lo cual les capacita para
disefar trayectorias de aprendizaje fundamentadas para
los diferentes niveles de educacion primaria.

Facetas interaccional y mediacional

El modelo de ensefianza y aprendizaje de las mate-
maticas que se propone de manera implicita en el libro
Matemdticas para maestros (esto es, los modos de interac-
cion profesor-estudiante-contenido), tanto para el caso de
los estudiantes de primaria como para los profesores se
explicita en la monografia Fundamentos de la ensefianza
y aprendizaje de las matemdticas (Godino, Batanero, &
Font, 2003). Sin restar importancia a los enfoques cons-
tructivistas en el estudio de las matematicas, considera-
mos necesario reconocer explicitamente el papel crucial
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del profesor en la organizacién, direcciéon y promocion
de los aprendizajes de los estudiantes. Una instruccion
matematica significativa debe atribuir un papel clave a
la interaccion social, a la cooperacion, al discurso del
profesor, a la comunicacion, ademas de a la interaccion
del sujeto con las situaciones-problemas. El maestro en
formacion debe ser consciente de la complejidad de la
tarea de la ensefianza si se desea lograr un aprendizaje
matematico significativo. Sera necesario disefar y ges-
tionar una variedad de tipos de situaciones didacticas,
implementar una variedad de patrones de interaccion y
tener en cuenta las normas, con frecuencia implicitas, que
regulan y condicionan la ensefianza y los aprendizajes.

En cuanto al uso de recursos o medios para la ense-
fianza y el aprendizaje (faceta mediacional), el maestro
debetener una actitud propicia al uso de materiales mani-
pulativos de toda indole, incardinados como elementos
de las situaciones didacticas, pero al mismo tiempo es
necesario que adopte una actitud critica al uso indiscri-
minado de tales recursos. Razonamos que el material
manipulativo (sea tangible o grafico-textual) puede ser
un puente entre la realidad y los objetos matematicos,
pero es necesario adoptar precauciones para no caer en
un empirismo ciego ni en un formalismo estéril.

@

Los contenidos incluidos en
cada capitulo garantizan el
desarrollo de la comprension
de los tipos de situaciones
matematicas propias de
educacion primaria, asi

como la comprension de los
conceptosy proposicionesy el
desarrollo de la competencia
procedimental, argumentativa
y comunicativa que ponen

en juego en la solucion de las
situaciones-problemas.

Facetas cognitiva y afectiva

Los procesos de aprendizaje matematico que se pro-
ponen en el libro Matemdticas para maestros contemplan
partir de los conocimientos previos de los estudiantes y
desarrollar los nuevos conocimientos y competencias
requeridas para una ensefianza idonea en los distintos
niveles de educacién primaria. La primera seccion de cada
capitulo, A. Contextualizacion profesional, tiene el objetivo
de evocar conocimientos propios de educacion primaria
(conocimiento comun del contenido) y al mismo tiempo
motivar (faceta afectiva) el estudio al relacionarlo con el
ejercicio de la profesion. Las matematicas que se estudian
estan estrechamente relacionadas con las necesidades
profesionales del maestro. Los contenidos incluidos en
cada capitulo garantizan el desarrollo de la comprension
de los tipos de situaciones matematicas propias de educa-
cién primaria, asi como la comprensién de los conceptos
y proposicionesy el desarrollo de la competencia proce-
dimental, argumentativa y comunicativa que ponen en
juego en la solucién de las situaciones-problemas.

El proceso de estudio de las matematicas que se pro-
pone a los maestros en formacién, apoyado en el uso de
los libros Matemadticas para maestros y Fundamentos de la
ensefianza y aprendizaje de las matemdticas, reline carac-
teristicas idoneas (Godino et al., 2023) en las diferentes
facetas, de manera que el modelo didactico que viven en
su proceso formativo sea transferible a los niveles de edu-
cacién primaria que ellos deben disefiar e implementar.

Didactica de las matematicas para
maestros

El libro Diddctica de las matemdticas para maestros
(Godino et al., 2004) es un recurso que desarrolla los
conocimientos de didactica de las matematicas que los
formadores de profesores deberian tener en cuenta para
disefar procesos formativos de maestros. Este libro incluye
siete bloques de contenido didactico. En el primer bloque,
publicado previamente como la monografia Fundamentos
de la ensefianza y aprendizaje de las matemdticas para
maestros (Godino, Batanero, & Font, 2003), esta formado
por cuatro capitulos: Perspectiva educativa de las mate-
maticas; Ensefianza y aprendizaje de las matematicas;
Curriculo matematico para la educacién primaria; Recursos
para el estudio de las matematicas. Cada uno de estos



capitulos incluye tres secciones: Contextualizacién pro-
fesional; Conocimientos didacticos; Seminario didactico.
Incluye también un listado de referencias bibliograficas
complementarias.

En esta monografia ofrecemos una vision general de
la educaciéon matematica. Tratamos de crear un espacio
de reflexién y estudio sobre las matematicas, en cuanto
objeto de ensefianzay aprendizaje, y sobre los instrumen-
tos conceptuales y metodolégicos de indole general que
la didactica de las matematicas esta generando como
campo de investigacion. Los seis principios del NCTM
(2000) — equidad, curriculo, ensefianza, aprendizaje,
evaluacién y tecnologia — describen cuestiones crucia-
les que, aunque no sean especificas de las matematicas
escolares, estan profundamente interconectadas con los
programas de matematicas. Deben ser tenidos en cuenta
en el desarrollo de propuestas curriculares, la seleccion
de materiales, la planificacion de unidades didacticas, el
diseno de evaluaciones, las decisiones instruccionales en
las clases, y el establecimiento de programas de apoyo
para el desarrollo profesional de los profesores

Cada capitulo de la monografia ha sido estructurado en
tres secciones. En la primera seccion, que denominamos
Contextualizacion, proponemos una situacion inicial de
reflexion y discusion colectiva sobre un aspecto del tema.
En la segunda, Desarrollo de conocimientos, presentamos
las principales posiciones e informaciones, asi como una
coleccion de actividades o tareas intercaladas en el texto
gue pueden servir como situaciones introductorias a los
distintos apartados, o bien como complementoy evalua-
cién del estudio. La tercera seccion, Seminario diddctico,
incluye una coleccién de “problemas de didactica de las
matematicas” que amplian la reflexién y el analisis de los
conocimientos propuestos en cada tema.

Didactica de los bloques

de contenido matematico.
Conocimiento especializado del
contenido

El libro Diddctica de las matemdticas para maestros
(Godino et al., 2004) incluye, ademas de la monografia Fun-
damentos de la ensefianza y aprendizaje de las matematicas
otros seis bloques de contenido didactico que refieren a
conocimientos didactico-matematicos especificos de los
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bloques de contenido matematico: sistemas numéricos;
proporcionalidad; geometria; magnitudes; estocastica;
razonamiento algebraico. En cada capitulo se incluye los

siguientes apartados:

Orientaciones curriculares;
Desarrollo cognitivo y progresion
en el aprendizaje; Conflictos en

el aprendizaje; Instrumentos de
valuacion; Situaciones y recursos;
Taller de didactica (Analisis

de textos escolares, Disefio de
unidades didactica; Analisis de
respuestas a tareas de evaluacion).

En estos apartados se contempla la faceta epistémica
del conocimiento didactico-matematico, que incluye
aspectos de la cognicion matematica de los contenidos
especificos (desarrollo cognitivo, conflictos de aprendizaje,
instrumentos de evaluacion), ecolégica (orientaciones
curriculares), mediacional (situacionesy recursos). El Taller
de diddctica corresponde a aspectos de la faceta media-
cional e interaccional del conocimiento del formador de
profesores de matematicas al indicar cdmo contextualizar
los conocimientos didactico-matematicos.

Conclusiones

Desde la investigacion sobre formacion del profesor
de matematicas y de los formadores de profesores se
vienen proponiendo diversos sistemas de categorias de
conocimientos y competencias del profesor, asi como de
las caracteristicas de los programas efectivos de desa-
rrollo profesional docente (NCTM, 2014; AMTE (2017). En
este trabajo hemos realizado una mirada retrospectiva a
los libros del proyecto Edumat-Maestros mostrando su
coherencia con el modelo CDM (Pino-Fany Godino, 2015),
su difusion a nivel internacional, asi como lainclusion sis-
tematica de los conocimientos matematicosy didacticos
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requeridos para la formacion del profesor de educacion
primaria. Consideramos que estos libros vienen siendo
recursos valiosos para los profesores de matematicasy los
formadores de profesores al tener en cuenta las diferentes
facetas implicadas en los procesos educativos-instruccio-
nales sobre matematicasy didactica de las matematicas.

Queda pendiente de abordar un nuevo desarrollo de
este proyecto en el que se amplie la monografia Funda-
mentos de la enseflanza y aprendizaje de las matemati-
cas con la presentacién de las herramientas de analisis
didactico proporcionadas por el marco teérico del Enfoque
ontosemiotico del conocimiento y la instruccién mate-
maticos (Godino et al., 2020). Asi mismo, en las restantes
monografias se pueden incluir talleres especificos para
que los profesores se apropien de dichas herramientasy
puedan usarlas para la reflexion sobre la practica docente.

Referencias bibliograficas

Association of Mathematics Teacher Educators (AMTE) (2017). Standards for
preparing teachers of mathematics. Association of Mathematics Teacher
Educators.

Ball, D. L., Thames, M. H., & Phelps, G. (2008). Content knowledge for
teaching: What makes it special? Journal of Teacher Education, 59(5),
389-407.

Batanero, C., & Godino, J. D. (2003). Estocastica y su didactica para maestros.
Los autores. https://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/
manual/6_Estocastica.pdf

Carrillo, J., Climent, N., Montes, M., Contreras, L. C., Flores-Medrano, E.,
Escudero-Avila, D., et al. (2018). The Mathematics Teacher’s Specialised
Knowledge (MTSK) model. Research in Mathematics Education, 20(3),
236-253.

Cid, E., Godino, J. D., & Batanero, C. (2003). Sistemas numéricos y su
didactica para maestros. Los autores. https://www.ugr.es/local/jgodino/
edumat-maestros/manual/2_Sistemas_numericos.pdf

Godino, J. D., & Batanero, C. (2003). Proporcionalidad y su didactica para
maestros. Los autores. https://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-
maestros/manual/3_Proporcionalidad.pdf

Godino, J. D., Batanero, C., & Burgos, M. (2023). Theory of didactical
suitability: An enlarged view of the quality of mathematics instruction.
EURASIA Journal of Mathematics, Science and Technology Education,
19(6), em2270.

Godino, J. D., Batanero, C., Cid, E., Font, V., Roa, R., & Ruiz, F. (2004a).
Matemdticas para maestros. https://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-
maestros/manual/8_matematicas_maestros.pdf

Godino, J. D. Batanero, C., Cid, E., Font, V., Roa, R., & Ruiz, F. (2004b).
Diddctica de las matemdticas para maestros. Los autores.

https://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/manual/9_didactica_
maestros.pdf

Godino, J. D., Batanero, C., & Font, V. (2003). Fundamentos de la enserianza y
el aprendizaje de las matemdticas. Los autores.

https://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/manual/1_
Fundamentos.pdf

Godino, J. D., Batanero, C., & Font, V. (2020). El enfoque ontosemidtico:
Implicaciones sobre el caracter prescriptivo de la didactica. Revista
Chilena de Educacion Matemdtica, 12(2), 3-15.

Godino, J. D., Batanero, C., & Roa, R. (2003). Medida y su didactica para
maestros. Los autores. https://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-
maestros/manual/5_Medida.pdf

Godino, J. D., & Font, V. (2003). Razonamiento algebraico y su didactica
para maestros. Los autores. https://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-
maestros/manual/7_Algebra.pdf

Godino, J. D., Giacomone, B., Batanero, C., & Font, V. (2017). Enfoque
ontosemidtico de los conocimientos y competencias del profesor de
matematicas. Bolema, 31(57), 90-113.

Godino, J. D., & Ruiz, F. (2003). Geometria y su didactica para maestros. Los
autores. https://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/manual/4_
Geometria.pdf

National Council of Teachers of Mathematics (NCTM). (2000). Principles
and standards for school mathematics. National Council of Teachers of
Mathematics.

National Council of Teachers of Mathematics (NCTM). (2014). Principles to
actions: Ensuring mathematical success for all. NCTM.

Pino-Fan, L., & Godino, J. D. (2015). Perspectiva ampliada del conocimiento
didactico-matematico del profesor. Paradigma, 36(1), 87-109.

Notas

1 Catedratico jubilado de Didactica de la Matematica. Miembro del Grupo
de Investigacion “Teoria de la Educacion Matematica y Educacion
Estadistica” de la Universidad de Granada.


https://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/manual/6_Estocastica.pdf
https://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/manual/6_Estocastica.pdf
https://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/manual/2_Sistemas_numericos.pdf
https://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/manual/2_Sistemas_numericos.pdf
https://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/manual/3_Proporcionalidad.pdf
https://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/manual/3_Proporcionalidad.pdf
https://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/manual/8_matematicas_maestros.pdf
https://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/manual/8_matematicas_maestros.pdf
https://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/manual/9_didactica_maestros.pdf
https://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/manual/9_didactica_maestros.pdf
https://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/manual/1_Fundamentos.pdf
https://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/manual/1_Fundamentos.pdf
https://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/manual/5_Medida.pdf
https://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/manual/5_Medida.pdf
https://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/manual/7_Algebra.pdf
https://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/manual/7_Algebra.pdf
https://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/manual/4_Geometria.pdf
https://www.ugr.es/local/jgodino/edumat-maestros/manual/4_Geometria.pdf

Biblioteca Digital Magisterio 3.0

Los contenidos que los educadores quieren

AHORA SU FACULTAD PUEDE SUSCRIBIRSE

AL FONDO EDITORIAL DE LOS EDUCADORES
DE AMERICA LATINA

» Una de las colecciones electréonicas mas representativas de la pedagogia latinoamericana

» Disponible para consulta en linea desde cualquier computador con conexién a internet
» Multiusuario, multiplataforma

» 24 horas al dia, 7 dias a la semana

Solicite un demo en: bibliotecadigital@magisterio.com.co



D podemos ayudar
os profesores?

Maura lori?




Resumen

a ensefianza-aprendizaje de la matematica

presenta desafios tanto para profesores como

para estudiantes, especialmente en el manejo

de los diferentes registros de representacion
semidtica. Este articulo explora estos desafios y propone
estrategias practicas para los docentes, como la intro-
duccion gradual de registros semioticos, la conciencia
metasemidtica y el uso reflexivo de las tecnologias digi-
tales, con el fin de fomentar una mejor comprensiéon
de los objetos/conceptos matematicos, promoviendo
el desarrollo de conocimientos semioticos esenciales.
habilidades por parte de los estudiantes.

Palabras clave: ensefianza de la matematica, gestion
semibtica, registros de representacion semidtica, obsta-
culos en el aprendizaje de la matematica, competencias
semioticas.

La ensefianza de la matematica presenta desafios
importantes para los docentes, del mismo modo que
aprender matematica puede resultar dificil para muchos
estudiantes. Son numerosos los obstaculos que se inter-
ponen entre la ensefianza y el aprendizaje (Brousseau,
1976-1983). Uno de los principales radica en la complejidad
delmanejo semidtico de objetos/conceptos matematicos.

Muchos estudiantes, especialmente los de secundaria,
encuentran dificultad en matematica no tanto (o no sélo)
por una falta de comprensién de los propios conceptos
matematicos, sino por la falta de dominio de la semidtica
matematica que los caracterizay, por tanto, debido al uso
inadecuado de los sistemas de simbolos necesarios en las
actividades matematicas.

Amenudo, ante un ejercicio de aritmética o de algebra
aparentemente sencillo, o ante la peticion de dibujar una
figura geométrica o un grafico en el plano cartesiano,
muchos estudiantes se quedan estancados, no saben cémo
proceder, aunque comprendan los aspectos conceptuales
involucrados. De otra parte, en ocasiones la representacion
de un objeto geométrico o de una relacion aritmética o
algebraica juega un papel esencial en la resolucion de un
problema, de hecho, en algunas situaciones constituye la
resolucion del problema mismo.

Y es precisamente en situaciones como éstas donde
se hace evidente el desafio que enfrentan muchos estu-
diantes en el manejo de los diferentes sistemas semiéti-
cos utilizados en matematica, conocidos como registros
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de representacion semiética (Duval, 1993, 2017). Esta
dificultad de gestion dificulta el proceso de aprendizaje
y requiere una atencion especifica de parte del docente.
En linea con los tres tipos de obstaculos destacados por
Guy Brousseau (Brousseau, 1976-1983), la dificultad de la
gestion semidtica puede ser de la siguiente naturaleza:

— ontogenética (vinculada al estudiante): dificultades
relacionadas con el desarrollo cognitivo individual
del estudiante en la comprensién, escritura o uso de
signos, simbolos o representaciones semiéticas de
objetos matematicos;

— didactica (vinculada con las elecciones didacticas
del profesor): elecciones semiéticas inadecuadas,
inadecuadas, poco significativas desde el punto de
vista matematico o no inclusivas pueden obstaculizar
la comprension y el desarrollo de las habilidades
semiobticas por parte del estudiante;

— epistemolégica (vinculada con la naturaleza del
objeto/concepto matematico considerado, con su
historia dentro de las matematicas): dificultades
que se derivan de la complejidad intrinseca de los
conceptos matematicos y sus representaciones,
ya que el acceso a los objetos matematicos es sélo
semiotico, a través de representaciones semioticas;
representaciones que no son universales e inmutables,
sino resultado de una evolucion histérica y cultural.

Por lo tanto, la ensefianza de la matematica requiere la
capacidad del profesor para representar conceptos/obje-
tos matematicos en formas que sean comprensibles para
los estudiantes, utilizando signos apropiados (palabras,
simbolos, ecuaciones, funciones, graficos, diagramas,
configuraciones geométricas, etc.) que puedan asumir,
para los estudiantes, el papel de representaciones espe-
cificas de objetos/conceptos matematicos en diferentes
registros semidticos.

La multiplicidad de representaciones de que dispone el
docente, de una parte, ofrece la posibilidad de modularel
proceso de ensefianza-aprendizaje en funciéon no sélo del
tipo de contenidos matematicos a ensefar, sino también (y
sobre todo) de las necesidades, caracteristicas cognitivas o
los estilos de aprendizaje de los estudiantes, de otra parte,
requiere un conocimiento profundo de las potencialidades
y limites de las diferentes representaciones, para superar
los obstaculos que muchas veces se interponen entre la
ensefanza del profesory el aprendizaje del estudiante.
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A continuacion, presentamos algunos desafios relacio-
nados con el uso de diferentes registros de representacién
semiotica en la ensefianza de las matematicas, junto con
sugerencias para los profesores sobre como abordarlos.

estudiantes en el uso de registros semioticos puede
ser una tarea complejay requerir la adopcién de
diferentes metodologias de evaluacién, teniendo
en cuenta las diferentes capacidades cognitivas
implicadas.

Desafios relacionados con el uso de

diferentes registros semioticos Sugerencias para los profesores

— Dificultad de tratamiento o conversion: La sustitucion — Introduccion gradual de los registros semiéticos:

de representaciones semioticas dentro de un mismo
registro, sobre la base de las operaciones especificas
de sustitucion que el registro permite realizar
(tratamiento) o la sustitucion de una representacion
de un registro por otra de otro. registro, en funcién
de las posibilidades especificas de sustitucion que

el cambio de registro permite realizar (conversion)

no son triviales, requieren habilidades cognitivas
especificas que se deben desarrollar y consolidar, asi
como la capacidad de no confundir representaciones
semidticas con objetos/conceptos que las
representaciones pueden evocar. En otras palabras,
los estudiantes pueden encontrar dificultades para
reconocer o interpretar las relaciones entre las
diferentes representaciones de un mismo concepto/
objeto matematico tanto dentro del mismo registro
(D’Amore, 2006, 2007) como después de cambiar de
registro (Duval, 1993, 2017).

Elevada carga cognitiva: La necesidad de gestionar
simultdneamente un gran nimero de registros
semidticos conlleva una carga cognitiva considerable,
que podria confundir a los estudiantes y hacer mas
dificil la comprension de los aspectos conceptuales.
Falta de familiaridad con algunos registros por
parte de los estudiantes: El desconocimiento de
registros semioticos especificos, como el registro de
escrituras simbolicas, el registro de configuraciones
geométricas o el registro grafico, puede obstaculizar la
comprension de los estudiantes.

Excesiva atencion a los registros y no a los conceptos:
Prestar demasiada atencién a los diferentes registros
de representacion o no establecer conexiones
significativas entre estos puede hacernos perder

de vista los propios conceptos, dificultando su
comprension.

Dificultad para evaluar el dominio de los registros
semiéticos: La evaluacién de la comprensién de los

Es fundamental introducir progresivamente los
diferentes registros semiéticos, partiendo de los mas
familiares para los estudiantes y avanzando hacia los
menos familiares o nunca utilizados, permitiendo que
los estudiantes se vayan familiarizando con cada uno
de estos de forma gradual.

Conciencia metasemiética: Es importante ayudar a
los estudiantes a comprender también la naturaleza
y funciones de los diferentes registros semiéticos,
especialmente en el nivel de secundaria, para que

el aprendizaje de la matematica sea mas efectivo y
consciente y estimule el desarrollo de competencias
semidticas.

Conexiones explicitas entre registros: Resaltar las
relaciones entre los diferentes registros, mostrando
cdmo se integran entre si, favorece una comprension
mas ampliay articulada.

Tratamientos y conversiones: Proponer diferentes
actividades, incluso en forma de juego, que requieran
representar un objeto/concepto matematico de
diferentes maneras tanto dentro de un mismo registro
como en otros registros, para promover un aprendizaje
mas profundo y significativo.

Potenciar diferentes habilidades y estilos de
aprendizaje: Reconocer que los estudiantes pueden
tener preferencias especificas por ciertos registros,
ofreciéndoles la oportunidad de elegir el registro

que mejor se adapte a su estilo de aprendizaje; sin
embargo, es igualmente importante alentar a los
estudiantes a utilizar diferentes registros, incluso
aquellos que puedan parecer mas dificiles de manejar.
También es esencial subrayar que no existe un mejor
registro absoluto; la eleccion de qué registro utilizar
depende de su eficacia en una situacion especifica
determinada o para resolver el problema en cuestion.
Reflexion sobre el uso de registros semioticos:
Dedicar tiempo a discutir con los estudiantes



el potencial y las limitaciones de cada registro

para desarrollar una mayor conciencia y dominio
semidtico. En otras palabras, el uso de diferentes
registros no debe ser una accion en si misma, sino
apuntar a fomentar una comprension mas profunda
de los conceptos matematicos.

Equilibrio entre la libertad de expresion/
representacion de los estudiantes y la necesidad
de una escritura compartida en matematica: Es
importante encontrar un equilibrio entre la libertad
de expresién/representacion y la necesidad de una
escritura compartida en matematica, un equilibrio
que permita a los estudiantes, desde la escuela
primaria, expresar su creatividad y originalidad,

sin comprometer el proceso de aprendizaje. De
hecho, una libertad excesiva en la representacion de
objetos/conceptos matematicos podria tener efectos
negativos en el aprendizaje, influyendo no sé6lo en
la comprension de los conceptos, sino también en
la actitud de los estudiantes hacia la matematicay
en la confianza en sus propias capacidades. Por lo
tanto, es importante brindar un apoyo adecuado

a los estudiantes desde la escuela primaria, con

el fin de desarrollar habilidades compartidas de
representacion matematicay el desarrollo de
competencias matematicas.

Tecnologias digitales y gestion de diferentes
registros semioticos: Las tecnologias digitales
pueden representar una herramienta valiosa para
los profesores en la gestion de diferentes registros
semidticos. A través de herramientas interactivas

y simulaciones, estas tecnologias facilitan la
visualizacion, manipulacién y representacion de
objetos/conceptos matematicos en diferentes
registros. Sin embargo, es fundamental que los
profesores los utilicen de forma consciente y critica.
Deben ser capaces de evaluar la eficacia de los
recursos digitales e integrarlos de manera significativa
en el proceso de ensefianza de la matematica.
Formacion docente especifica: Es fundamental

que los docentes realicen un proceso de formacion
continua para actualizar sus conocimientos y
habilidades sobre el uso de los diferentes registros
semidticos en la ensefianza de las matematicas.
Esto les permite mantenerse informados sobre los
resultados de investigaciones recientes en educacién
matematica e integrar efectivamente los diferentes
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registros semidticos en su practica docente, para
fomentar un aprendizaje mas efectivo y significativo
por parte de los estudiantes.

En conclusion, el uso consciente y diversificado de
registros semioticos apropiados, adaptados al nivel aca-
démico de los estudiantes, es fundamental en el proceso
de ensefianza-aprendizaje de la matematica. Los desafios
asociados a este uso pueden abordarse mediante la for-
macioén especifica de docentes, la adopcion de estrategias
de ensefianza adecuadasy el uso critico y reflexivo de las
nuevas tecnologias digitales. Este enfoque no s6lo fomenta
una comprension mas profunda de los objetos/conceptos
matematicos, sino también el desarrollo de habilidades

semiédticas fundamentales por parte de los estudiantes.
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de la comunicacion y la informacion

Salvador Llinares:



Resumen

e proponen reflexiones en torno a la forma-

cionde profesores de matematicasenrelacion

con el conocimientoy el aprendizaje, aprove-

chando diversos componentes relacionados
con el concepto de “actividad”.

Palabras clave: actividades auténticas, contextos de
aprendizaje, herramienta, practica de la ensefianza de las
matematicas, tareas profesionales, herramientas cogni-
tivas.

Llegar a ser profesor de matematicas
y las nuevas perspectivas sobre el
conocimiento y el aprendizaje

“Actividades auténticas” y contextos de
aprendizaje

Llegar a ser profesor de matematicas en la ensefianza
primaria es un proceso que implica: generar formas de
conocer / desarrollar maneras de actuar / llegar a formar
parte de una comunidad de practica de ensefiar matema-
ticas en la enseflanza primaria.

Las nuevas perspectivas sobre el conocimiento y el
aprendizaje vinculadas a las nociones de “cognicién
situada” y “comunidades de Practica” (Lave, & Wenger,
1991) hanintroducido nuevas ideas en la manera de mirar
el proceso de aprender a ensefiar matematicasy en como
los estudiantes para profesor aprenden nuevas formas de
ensefiar (Putnam & Borko, 2000). Las perspectivas situadas
sobre el aprendizaje defienden el que los contextos fisicos
ysociales en los que la actividad tiene lugar forman parte
integral de la propia actividad y de lo que es aprendido.
De esta manera, como una persona aprendey la situacién
en la que aprende llegan a ser una parte fundamental de
lo que es aprendido.

La naturaleza situada de la cognicion subraya laimpor-
tancia de las caracteristicas de: las “tareas/actividades”
quese presentan al aprendiz / los “contextos” (por ejemplo,
el sistema de interacciones que se establecen).

Las tareas, que el formador de profesores presenta a
los estudiantes para profesor, se denominan “activida-
des auténticas” cuando son similares a las que realizan
los profesores en la nueva cultura escolar que se quiere
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desarrollar. Este hecho conlleva el tener que identificar las
tareas que definen el “ser un profesor de matematicas en
la ensefianza primaria” en la nueva cultura escolar deter-
minada por los principios de reforma de la ensefianza de
las matematicas.

Eldisefio de “actividades auténticas” en los cursos de
formacion de profesores tiene como objetivo el que los
estudiantes para profesor aprendan a pensar y actuar
como profesores. El criterio para determinar si una tarea
/ actividad puede llegar a ser “auténtica” es considerar
la clase de pensamiento y destrezas de resolucion de
problemas que puede llegar a generar en los estudiantes
para profesor. Lo que se pretende es que los estudiantes
para profesor se apropien y usen ideas y conceptos teo-
ricos entendidos como “instrumentos cognitivos” para
entender y manejar las situaciones de ensefianza de las
matematicas.

Las perspectivas situadas sobre el aprendizaje y el
conocimiento también subrayan el papel desempefado
por las caracteristicas de los contextos de aprendizaje
determinando lo que es aprendido y cémo es apren-
dido. Desde este punto de vista lo que tomamos como
conocimientoy laforma en que pensamosy expresamos
las ideas son productos de las interacciones de grupos
de personas a lo largo del tiempo. La participacién en
“comunidades de discurso” proporcionan herramientas
cognitivas - ideas, teorias y conceptos - que los individuos
se apropian como suyas a través de sus esfuerzos para
dotar de sentido a las experiencias (Putnam, & Borko,
2000). Esta perspectiva subraya la dimensién social del
aprendizaje y, en particular, se entiende el aprender
a ensefiar matematicas como llegar a conocer como
participar en el discurso y la practica de la comunidad
de profesores de matematicas de ensefianza primaria.
Un objetivo para el formador de profesores derivado de
esta perspectiva es «enculturar a los estudiantes para
profesores de matematicas en comunidades de discurso,
desarrollando la competencia en el uso de los conceptos
y formas de razonar y argumentar que caracterizan la
comunidad de profesores de matematicas de primaria»
(Putnam, & Borko, 2000). Desde estas reflexiones iniciales
vale la pena subrayar dos ideas:

1) laforma de participar en “comunidades de practica”
de los estudiantes para profesor permite que puedan llegar
a apropiarse de conceptos e ideas tedricas entendidas
como “instrumentos cognitivos” cuyo significado se crea
y se usa cuando los estudiantes para profesor intentan
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dotar de significado a las situaciones de ensefianza de
las matematicas, y

2) el uso de estos instrumentos en las interacciones
con sus compaferos durante el analisis de las situaciones
de ensefanza de las matematicas es un indicador de su
integracion en lacomunidad de profesores de matematicas
de la ensefianza primaria.

Las perspectivas situadas del aprendizaje plantean
cuestiones relativas al disefio de situaciones de apren-
dizaje, en particular, en qué contextos debemos situar
el conocimiento necesario para ensefar. Se pretende
tener en cuenta que diferentes contextos de aprendizaje
generaran diferentes maneras de conocer.

@

Los estudiantes para
profesor pueden expresar
la forma en que dotan de
significado a los diferentes
aspectos de la situacion

y llegar a negociar los
diferentes significados.
Diferentes dimensiones de
la situacion de aprendizaje
definida por el caso que
determinan lo que puede
llegar a ser aprendido son:
La interrelacion entre las
creencias, conocimientoy
las formas de participar.

Nocidn de “instrumento” y la practica de
ensenar matematicas

Los recientes desarrollos de las teorias sobre el aprendi-
zajeinciden en larelacién esencial entre el conocimientoy
los contextos de uso. Desde esta relacién se ve el aprendi-
zaje como la participacion en entornos interactivos con un
grado creciente de conocimiento y uso de los instrumentos
caracteristicos de la practica. Esta suposicién se apoyaenla
idea de que las personas pensamosy actuamos ayudadas
por instrumentos. El significado del término instrumento
como «cualquier medio, cosa o persona, de que alguien se
sirve para un fin» (Diccionario de uso del Espafol de Maria
Moliner), «Lo que sirve de medio para hacer una cosa o
conseguir un fin./Aquello de lo que nos servimos para hacer
una cosa» (Diccionario Enciclopédico Salvat) conlleva
la idea de un objeto disefiado y empleado para ampliar
el poder de las acciones del individuo. Las perspectivas
situadas de la cognicion amplian el significado dado al
término instrumento como un objeto fisico para incluir
también conceptos, formas de razonar, formas de generar
un discurso, entre otras, que condicionan y permiten
las interacciones dentro de las comunidades. Asi en el
dominio semantico del término “instrumento” podemos
considerar, para el caso particular de la practica de ensenar
matematicas en la Educacion Primaria,

instrumentos técnicos necesarios para realizar la
“practica”, como por ejemplo materiales didacticos,
software didactico, matrices para la evaluacion de los
procesos de resolucion de problemas de los alumnos de
Primaria y técnicas para gestionar los debates y puestas
encomun, e

instrumentos conceptuales, como por ejemplo los dife-
rentes tipos de problemas aritméticos elementales de
estructura aditiva, las diferentes estrategias de resolucion
de los PAE’s aditivos empleadas por los nifios, o diferen-
tes niveles de dificultad de dichos problemas. Es decir,
conceptosy construcciones tedricas que se han generado
desde las investigaciones en Didactica de la Matematica
que permiten comprendery tratar la realidad (situaciones
en las que se ensefian y aprenden matematicas).

En este contexto la “practica” se entiende como:

realizar unas tareas (planificar, diagnosticar, gestio-
nar interacciones, ...) / hacer uso de unos instrumentos /
justificar su uso.

Considerando la ensefianza de las matematicas como
una practica que tiene que ser comprendiday aprendida,



podemos identificar algunas tareas que la articula: dotar
de significado a las producciones de los alumnos -dia-
gnosticar / planificar / evaluar / gestionar debates / etc.
Asi, la formacion de maestros desde la Didactica de
la Matematica se puede entender como un proceso de
introduccién de los estudiantes para profesores en la
comunidad constituida por la practica de ensefiar mate-
maticas en la ensefianza Primaria en la que: se comparten
tareasy se generan y usan determinados instrumentos.
Es decir, llegar a ser un profesor de matematicasenla
ensefianza Primaria, significa: llegar a comprender la ense-
fianza de las matematicas / aprender a realizar las tareas
/ usary justificar los instrumentos que la articulan en un
contexto institucional como es la Educacion Primaria.

La ensenanza basada en los casos
y las nuevas tecnologias de la
comunicacion

La ensenanza basada en los casos en los programas de
formacion de profesores (Llinares, 1993; Merseth, 1996)
permite crear entornos de aprendizaje reflejando carac-
teristicas de las “actividades auténticas” para los estu-
diantes para profesores de matematicas de ensefianza
primaria. Los casos pueden ser descripciones de situa-
ciones de ensefianza-aprendizaje de las matematicas que
ejemplifican diferentes tareas vinculadas a la practica de
ensefiar matematicas en la ensefianza primaria. Los casos
proporcionan los medios para que los estudiantes para
profesores puedan analizar situaciones de ensefianza de
las matematicas explorando la complejidad de situaciones
reales sin la presion de la propia realidad. Ademas, son un
medio a través del cual los estudiantes para profesor pue-
den apropiarse de conceptos e ideas teéricas entendidas
como “instrumentos cognitivos” en el proceso de dotar
de significado a las situaciones de ensefianza-aprendizaje
de las matematicas (Llinares, 1999).

Una de las caracteristicas del uso de casos en los
programas de formacién de profesores es la posibilidad
de analizar las situaciones descritas desde diferentes
perspectivas tedricas. Los estudiantes para profesor
pueden expresar la forma en que dotan de significado
a los diferentes aspectos de la situacién y llegar a nego-
ciar los diferentes significados. Diferentes dimensiones
de la situacién de aprendizaje definida por el caso que
determinan lo que puede llegar a ser aprendido son:

Educacion matematica | 79

La interrelacion entre las creencias, conocimiento y las
formas de participar.

En este contexto, las nuevas tecnologias de la comuni-
caciony lainformacion permiten abrir nuevas referencias
gue pueden ayudar a maximizar y condicionar lo que
puede ser aprendido en estas situaciones. En este sentido,
las tecnologias de la comunicacion introducen nuevos
medios a tener en cuenta en el disefio de los entornos de
aprendizaje. Un ejemplo es el uso de debates electronicos.
Los debates electrénicos permiten introducir la nocion de
reflexion asincrénica, permitiendo ampliar el proceso de
analisis de la situacién y el proceso de interaccién entre
los estudiantes para profesor. Caracteristicas del uso del
debate electrénico (conversations over e-mail, listserve
forums) son:

se desarrolla a lo largo de un intervalo de tiempo de
varias semanas durante el cual los participantes pueden
leer lo que ha sido expresado con anterioridad y pueden
considerarlo cuando realizan su contribucion,

los estudiantes para profesor pueden reflexionar sobre
sus propias evoluciones ya que al quedarse registradas
todas las intervenciones pueden leer lo que ellos mis-
mos habian aportado al debate en un tiempo anteriory
determinar en qué medida han modificado sus propias
interpretaciones de la situacién o el uso de un determinado
concepto o idea tedrica.

En estos momentos, la integracion del uso de los casos
y de los nuevos recursos procedentes de las tecnologias
de la informacién y la comunicaciéon es un reto para los
formadores de profesores. A continuacion, utilizando un
ejemplo de uso de casos en contextos virtuales describiré
como es posible realizar dicha integracion.

@

La naturaleza situada de la
cognicion subraya la importancia
de las caracteristicas de: las
“tareas/actividades” que se
presentan al aprendiz / los
“contextos” (por ejemplo, el
sistema de interacciones que se
establecen).
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Los casos como actividades
auténticas: tareas profesionales e
instrumentos cognitivos

Tareas profesionales de la actividad de
ensefar matematicas

Para que los casos puedan ser considerados “activida-
des auténticas” deben permitir desarrollar en los estudian-
tes para profesor pensamiento y destrezas de resolucién de
problemas caracteristicas de los profesores que reflejan en
su ensefianza los principios de la reforma de la ensefianza
de las matematicas. Esto implica tener que considerar dos
dimensiones en el disefio de los casos: tareas profesionales
vinculadas a la labor de ensefiar matematicas, nociones
eideas tedricas como instrumentos cognitivos para dotar
de significado (interpretar) la situacion.

En relacion a la primera dimension a considerar en el
disefo de los casos, algunas de las tareas del profesor
de matematicas pueden ser: definir objetivos / evaluar /
diagnosticar/ usarla “historia” del aprendizaje previo de
sus alumnos (itinerario curricular) / pensar en formas de
obtener informacién para tomar decisiones sobre como
seguir en la ensefianza (por ejemplo, disefiando tareas
alternativas para sus alumnos) / gestionar el intercambio
de preguntas -respuestas entre profesory alumno / enfa-
tizar unos aspectos especificos del contenido matematico
frente a otros.

Estas diferentes tareas profesionales del profesor suelen
estar integradas en las situaciones de ensefanza-apren-
dizaje de las matematicas. Por consiguiente, los casos
disefiados deben ayudar al andlisis de situaciones en las
que algunas de estas diferentes tareas profesionales se
presenten. Un ejemplo es “El caso de Miguel”, una de las
actividades virtuales utilizadas en los debates electronicos
en el programa de formacién de Maestros en la Universidad
de Alicante durante el curso 2001/2002.

El caso con forma de texto, es una descripcion de una
situacion de ensefanza aprendizaje de las matematicas
descrita por una profesora de 2° de Primaria (alumnos de
7-8 afios). Este caso también tiene un formato en video que
permite ver las interacciones entre el alumno y la profesora
ante el problema matematico. En el contexto virtual los
estudiantes para profesor tenian acceso al formato texto
y durante las clases presenciales pudieron ver el video.

El“caso de Miguel” es una descripciéon de una situacion
en la que es posible identificar algunas de las tareas profe-
sionales del profesor, y por tanto puede llegar a convertirse
en un medio para analizar y reflexionar sobre ellas.
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Sobre la aportacion
de la memorizacion en
el aprendizaje de las
matematicas:

el ejemplo de las tablas
de multiplicar

Andrea Maffia®



Resumen

prenderlastablasde multiplicarse considera
sumamente importante en muchos paises
y muchos investigadores se han dedicado a
comprender el proceso de memorizacién.
Alo largo de los afios, se ha entendido que memorizar las
tablas de multiplicar no es necesariamente un proceso
mecanico. En esta contribucion, después de examinar
algunos modelos desde investigaciones en el campo
psicolégico, se presenta brevemente un experimento que
muestra como el aprendizaje relacional de las propieda-
des de la multiplicacién puede apoyar la memorizacién
de las tablas de multiplicar y, por lo tanto, presentarse
como una alternativa valida a la repeticion mecanica.
Palabras clave: memoria, multiplicacion, escuela pri-
maria, tablas de multiplicar.

Las tablas de multiplicar son quizas el contenido mate-
matico mas estudiado en psicologia cognitiva. Desde
1970, muchos psicélogos han trabajado para determinar
qué factores influyen en el recuerdo de los resultados de
la multiplicacion, evaluando los errores mas frecuentes
e intentando derivar un modelo para la organizacién de
esta informacion en la memoria. Las metodologias de
investigacion son principalmente cuantitativas: en muchos
trabajos se somete una gran muestra a una prueba de
recuerdo o reconocimientoy se evalla la correccion y velo-
cidad derespuesta (Geary et al, 1986; Le Fevre et al, 2001,
Garcia-Orza et al, 2009). Otros investigadores se basan en
elanalisis de las actuaciones de sujetos con dafio cerebral
que repercute en lamemoria (e.g. McCloskey et al, 1991).
S6lo mas recientemente se ha adoptado una perspectiva
menos “clinica” y mas “ecolégica” mediante la cual se
analizan cualitativamente los métodos de recuperacién en
tareas realistas. A partir de este tipo de estudios, es posible
observar que la organizacién de las tablas de multiplicar
en la memoria varia con el tiempo y para diferentes per-
sonas, por lo que, a diferencia de los primeros modelos
estaticos, se han desarrollado modelos mas dinamicos.

Las primeras investigaciones sobre la memorizacion
de las tablas de multiplicar se ocuparon en identificar
fendmenos recurrentes en la evocacion de la memoria, en
particular en lo que respecta a los posibles factores que
hacen que la evocacion de un resultado sea mas simple
0 mas compleja.
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Son muchos los estudios en los cuales se destaca que
las multiplicaciones que involucran niimeros cercanos a
diez requieren tiempos de respuesta mas largos que aque-
llas en donde los factores estan mas cerca de la unidad
(Parkman, 1972). De manera mas general, encontramos
errores con mayor frecuencia a medida que aumentan
los factores (Stazyk, Ashcraft y Hamann, 1982). Esto se
denomina efecto del tamario del problema (McCloskey,
Harley y Sokol, 1991).

A partir de estos fendémenos, Ashcraft desarrolld, en
colaboraciéon con algunos colegas, un modelo para la
organizacién de las multiplicaciones en la memoria basado
en la idea de que éstas estaban organizadas tal como
estan en unatabla real (Ashcraft, 1982). En su modelo de
busqueda de tablas, cada fila y columna esta conectada
a un nodo de entrada correspondiente a la posicion de la
fila/columna dentro de la tabla; por ejemplo 2 corresponde
a la segunda fila al igual que 6 correspondera a la sexta
columna. Cuando se solicita una multiplicacion, los nodos
que representan los factores se activan y esta activacion
se distribuye en lafilay columna correspondiente; por lo
tanto, habra informacion que reciba mayor activaciény
sea aquella que corresponda al resultado del producto
solicitado.

Este modelo permite explicar el efecto del tamario
del problema dado que cuanto mayores son los factores,
mayor es el nimero de nodos que deben activarse antes
de llegar al resultado (Ashcraft y Battaglia, 1978). Geary
y colegas (1986) identifican un cierto nimero de mul-
tiplicaciones para las cuales el tiempo de respuesta es
efectivamente proporcional al producto de los nimeros
involucrados en el hecho solicitado (ya sea aditivo o mul-
tiplicativo). Campbell y Graham (1985) sefialan que esto
es cierto solo para productos que involucran 4,8 0 9 como
factores. Ademas, si el modelo fuera valido, entonces los
tiempos de respuesta siempre deberian aumentar con el
aumento del tamano de los operandos; sin embargo, esto
no sucede. Una excepcion la dan los tiempos de respuesta
a productos que involucran dos factores iguales (es decir,
cuadrados, también llamados tie problems por Campbell
y Oliphant, 1992).

Para proporcionar también una explicacién a estos
fenémenos, Campbell y Graham (1985) sugieren el modelo
de interferencia de red. En este modelo, la memoria con-
tiene varios tipos de informacion: los operandos individua-
les, los resultados, pero también las operaciones pensadas
como una Unicainformacién que incluye los dos términos
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y el simbolo. Los operandos, como en el modelo de Ash-
craft, estan asociados a resultados, pero estos también
estan asociados a operaciones. Esta segunda asociacion
es fundamental porque de lo contrario, al recordar una
multiplicacion como 8x4, los resultados relacionados
con 8y los relacionados con 4 se activarian de la misma
manera; en consecuencia 24, que esta conectado a ambos,
recibiria una fuerte activaciény por tanto no seria posible
elegirentre 24y 32 como respuestas. En cambio, el hecho
de que 8x4 esté conectado a 32 y no a 24 significa que la
activacién del resultado correcto es mas fuerte.

Ademas, los autores sefialan que, en los errores come-
tidos con mas frecuencia, los resultados correctos y recor-
dados comparten uno de los dos digitos y son del mismo
“orden de magnitud”. Por tanto, suponen que también
existen conexiones entre los resultados que serian las
causas de las interferencias de las que dependen algunos
errores.

En ninguno de estos modelos presentados hasta ahora
se plantea la hipétesis de que una conexién creada pueda
cambiar con el tiempo excepto en su estado de activa-
cion. Tampoco se tiene en cuenta la idea de que los nue-
vOs conocimientos permiten reorganizar la memoria. Un
primer modelo que implica una reorganizacion de las
multiplicaciones aprendidas es el modelo de distribucion
de asociaciones propuesto por Sieglery Shrager (Sieglery
Shrager, 1984; Siegler, 1988). Elmodelo prevé la presencia
en la memoria de diferentes productos, cada uno de los
cuales esta asociado a uno o mas resultados. Cuando
los nifios comienzan a aprender la multiplicaciéon aun no
conocen los resultados de los productos, por lo tanto,
deben calcularlos siguiendo estrategias reconstructivas
(por ejemplo, suma repetida). Cada vez que el nifio obtiene
un nimero como resultado de un producto, se crea una
asociacién en la memoria entre esa multiplicacion y ese
resultado. Por lo tanto, si el nifio reconstruye el resultado
incorrectamente, también se pueden crear asociaciones
con resultados incorrectos. Cada vez que un namero se
asocia con una multiplicacion, la fuerza de la conexién
aumenta.

La hipotesis de que las estrategias utilizadas para
reconstruir los resultados de la multiplicacion tienen
una funcién importante en la memoria fue propuesta
por el psicélogo estadounidense Arthur J. Baroody en
una publicacién en Developmental Review en 1983. En
este articulo, Baroody sostiene que la memoria no esta
ocupada por numerosas asociaciones entre piezas indi-

viduales de informacién que surgen como resultado de
procedimientos de calculo lentos, sino que “el cambio
clave en la eficiencia con hechos numéricos implica el
cambio de estrategias de conteo lento a conocimiento de
procedimientos basados en principios. A medida que las
reglas, heuristicas y principios se vuelven mas familiares
e interconectados, su uso para producir [...] resultados
de multiplicacién se vuelve mas automatico. Utilizar este
conocimiento procedimental seria cognitivamente mas
econdmico que almacenar cada hecho individual en la
memoria a largo plazo” (Baroody, 1983, p. 225). Como
ejemplos se reportan hechos del tipo 4+0=4 0 5x0=0 que,
segun el autor, no se almacenarian por separado, sino
como una Unica regla del tipo N+0=N o Nx0=0 para cada
posible N natural.

@

La mayoria de los errores
consisten en vacilaciones,
que podrian interpretarse
considerando que, para los
resultados no memorizados,
la mayoria de los nifos han
desarrollado estrategias
reconstructivas, penalizadas
porgue consumen mucho
tiempo, pero que, ademas
de permitirles llegar con
resultados correctos,
muestran la adquisicion de
habilidades mas complejas
que la simple memorizacion.



Baroody recopila datos para respaldar la hipétesis de
que el conocimiento de la propiedad conmutativa mejora
el desempefio de los estudiantes en la produccién de
resultados de multiplicacién (Baroody, 1993). Concluye
que el conocimiento relacional modifica la organizacion
de las tablas de multiplicar en la memoria. El mismo resul-
tado fue obtenido mas recientemente por Butterworth y
colegas (2003), quienes pidieron a nifios de tercer, cuarto
y quinto afio de escuela primaria que dieran los resulta-
dos de algunas multiplicaciones. Desde una perspectiva
cuantitativa, estos investigadores sefialan que a medida
que los nifos crecen, el tiempo de respuesta a un producto
de laforma Nxm, donde N>m, disminuye en comparacion
con el tiempo de respuesta al producto mxN.

Mariotti y Maffia (2018) sefialan que incluso en adultos
la mayoria de las estrategias reconstructivas se basan en
las propiedades de la multiplicacién: utilizan la propie-
dad conmutativa, la propiedad asociativa y la propiedad
distributiva para reconstruir aquellos resultados que
no pudieron recordar directamente de memoria. Estas
propiedades se aplican especialmente (pero no sélo)
en el caso de multiplicaciones que involucran un factor
mayor que 10.

El deseo de profundizar la investigacién sobre como
se pueden memorizar las tablas de multiplicar llevo al
autor a centrar su tesis doctoral en este tema (e.g. Maffia
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y Mariotti, 2020). Se decidi6 experimentar con una serie
de asignaciones basadas en la representacion de multi-
plicaciones como rectangulos integrados en la tabla de
Laisant. De hecho, el modelo rectangular es parte integral
del desarrollo histérico de la operacién de multiplicaciény
también es compatible con varias definiciones de la misma
operacion. Eluso de representaciones analogicas también
parece basarse en teorias neurocientificas y psicolégicas
(Dehaene, 1992).

Las actividades con el artefacto “Tabla de Laisant” se
propusieron a clases de diferentes niveles para trabajar
diferentes aspectos de la multiplicacion (propiedades
conmutativasy distributivas, estrategias para comprobar
la correccién del resultado, ...). Un ejemplo es la actividad
realizada en una clase de segundo de primaria para la
introduccion a la propiedad conmutativa. Se pidi6 a cada
nino que coloreara una caja de su eleccion de las de la
tabla y luego recortara un rectangulo de carton con las
mismas dimensiones que la caja coloreada. La multipli-
cacion correspondiente se escribid en la cajay el nimero
de cuadrados que contenia se escribio en el rectangulo
recortado. Posteriormente, se invit6 a los nifios a buscar
otra caja en la tabla en la que el rectangulo de cartén
se superpusiera exactamente y luego colorear esta caja
tambiény luego insertar el producto apropiado (como se
representa en la figura 1).

Figura 1: Ejemplo de la actividad realizada en relacion con la propiedad conmutativa.
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Después de esta serie de actividades en el aula, quisi-
mos probar la capacidad de los estudiantes involucrados
en las intervenciones docentes para recordar correcta-
mente las tablas de multiplicar. Para esto se utilizo la
“Batteria per la Discalculia Evolutiva” (BDE, Biancardi
y Nicoletti, 2004), que contiene diversas instrucciones
sobre calculo tanto mental como escrito. Los autores de
la prueba han proporcionado una puntuacion para cada
uno de los trabajos. Esta puntuacion depende tanto de la
exactitud de la respuesta como del tiempo de respuesta.
La puntuacién relativa a cada entrega se puede normalizar
(mediante tablas de conversion adecuadas) con un valor
entero inferior a 12.

Centramos nuestra atencién en las puntuaciones
obtenidas en las tareas relativas respectivamente a las
“tablas de multiplicar”y a la “multiplicacién mental”, es
decir, las dos tareas en donde interviene el recuerdo de
las multiplicaciones. En estas dos tareas, la clase experi-
mental (segunda clase de primaria) se comporta de forma

completamente comparable a la muestra utilizada para
la normalizacion del test (tercera clase de primaria). En la
tarea de “multiplicacion mental” la desviacién es incluso
menor que la de la muestra de validacion del BDE.

Sin embargo, el rendimiento esta por debajo del pro-
medio en tareas aditivas y calculo escrito. Por lo tanto,
parece que los nifios del grupo experimental tienen, en
general, habilidades de calculo normales (aunque muy
variables dentro del grupo de clase) pero, en promedio,
excelentes habilidades para recordar los resultados de
las multiplicaciones, tanto cuando uno de los factores se
presenta en forma consecutiva como de forma dispersa.

Un analisis de los tipos de errores cometidos por los
estudiantes proporciona algunasindicaciones adicionales.
A continuacién, se muestra una representacion grafica
de la frecuencia relativa de errores, dividida por tipo, en
las tareas de “tablas de multiplicar” y “multiplicacion
mental” (Fig. 2).

Figura 2: Frecuencias relativas de errores en las tareas de “tablas de multiplicar” (izquierda) y “multiplicacién mental” (derecha) para la
clase experimental. Los errores por vacilacién (tiempo de respuesta superior a 2 segundos) se indican en amarillo, los casos en los que se
indicé un resultado incorrecto en azul y las omisiones en naranja.



La mayoria de los errores consisten en vacilaciones,
que podrian interpretarse considerando que, para los
resultados no memorizados, la mayoria de los nifios han
desarrollado estrategias reconstructivas, penalizadas
porque consumen mucho tiempo, pero que, ademas de
permitirles llegar con resultados correctos, muestran la
adquisicién de habilidades mas complejas que la simple
memorizacion. El uso del modelo rectangular permitio6
introducir tempranamente las propiedades conmutativas
y distributivas (en comparacion con lo que se suele hacer
en Italia). El analisis cualitativo muestra que los estu-
diantes aprendieron a utilizar estas propiedades (Maffia
y Mariotti, 2020). Queremos subrayar que el proposito
de esta discusién no es presentar este método como el
“mejor” sino mas bien como una posible alternativa. De
hecho, se cree que es particularmente Util demostrar la
existencia de practicas alternativas a la memorizacién
mecanica para permitir a los profesores tener opciones en
cuanto a las propuestas a hacer a su clase. Los resultados
aqui presentados se refieren a una pequefia investigacién
cuyos resultados ciertamente no son generalizables, pero
que confirman la posibilidad de experimentar con nuevos
enfoques que pueden ser mas eficaces para memorizar las
tablas de multiplicar, pero también (no secundariamente)
para promover un aprendizaje matematico mas general.
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El nino heroico

Algunas reflexiones sobre el aprendizaje
en la educacion matematica infantil
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[...]las competencias del nifio para interpretar el
mundo de manera racional no son el resultado

final de potenciales intelectuales ya presentes en la
interioridad del nino desde su nacimiento; mas bien,
estas competencias para interpretar el mundo son
un resultado del aprendizaje.

Resumen

n este articulo, intento cuestionar una con-
cepcién cominmente inadecuada del nifo,
que a menudo sirve de base para el aprendi-
zaje y la pedagogia en la educacion infantil
contemporanea: la concepciéon que denomino ‘el nifio
heroico’. Con base en la obra de Lev Vygotsky, abogo por
una perspectiva en la que se considere que el nifio crece
cognitivay emocionalmente en intima relacién dialéctica
con su contexto social histérico y cultural.
Palabras clave: educacion infantil, Vygotsky, conceptos
cientificos.

Introduccidn

Hace unos afios, el Ministerio de Educacion de Ontario
(OME) publicé el documento “How Does Learning Happen?
Ontario’s Pedagogy for the Early Years” (Ministerio de
Educacion de Ontario, 2014) con el objetivo de esbozar
su enfoque pedagogico para la educacion de la primera
infancia. Como cualquier documento politico de este
tipo, este no puede evitar transmitir su propia concepcion
del nifo. Al examinar detenidamente el documento, se
observa que la concepcion oficial del nifio de Ontario no
aporta nada nuevo. Por ejemplo, se menciona que “los
ninos son capaces de explorar el mundo que les rodea con
su curiosidad y exuberancia naturales” (p. 7). A través de
la participacién en “el juego y la indagacion, [los ninos]
desarrollan habilidades como la resolucién de problemas,
el pensamiento creativo y lainnovacion, esenciales para
el aprendizaje y el éxito en la escuela y mas alla” (OME,
2014, p. 7). Un poco mas adelante, el documento afade:

@

Eljuego activo (...) permite

a los ninos explorar con su

cuerpo, su mente y sus sentidos,
estimulandoles a formular
preguntas, poner a prueba teorias,
resolver problemas, participar en el
pensamiento creativo y dar sentido
al mundo que les rodea. Estas
investigaciones a través del juego
fusionan intelecto y sentimientos
para ayudar a los nifios a
establecer conexiones y desarrollar
la capacidad de pensamiento de
orden superior (OME, 2014, p. 34).

El concepto de nifio propuesto por el OME sigue una
antigua tradicion humanistica que lo visualiza como un
inquisidor natural que, a través del juego, se dedica a
explorar su entorno y, de este modo, construye teorias
que somete a pruebas para refinarlas.

El problema no radica en que los nifios sean conside-
rados como inquisidores naturales. Es innegable que los
ninos sienten curiosidad por su entorno. No obstante,
los chimpancés jovenes y las ardillas jovenes también
son inquisidores. Asi, mientras escribo estas lineas, una
ardilla se acerca para observar qué hago sentado en la
mesa de mi patio. La ardilla es ciertamente curiosa. Mi
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argumento se centra en que el problema con la concep-
cion que tiene el OME del nifio (y no es el Unico en este
enfoque, por supuesto) radica en concebir al nifio como
si ya estuviera dotado de la racionalidad necesaria para
leer e interpretar el mundo, asumiendo que el nifio es un
cientifico chiquito.

La concepcion inadecuada del nifo

El psicologo canadiense Jack Martin (2004) ha descrito
(y criticado) esta concepcion romanticay racional del nifio,
heredada delsiglo de las luces, el siglo XVIII, que culmin6
con la Revolucién Francesa y la publicacién de la Critica
de larazén pura de Kant. Martin resumié esta concepcion
romantica del nifo al sefalar que implicitamente se uti-
liza el concepto de un ser adaptativo autorregulado en la
educaciény la psicologia educativa; se trata de un

@

[...Jindividuo que trabaja en
relativa soledad, constituido por
mecanismos, procesos, partes

y estrategias propias [...] un

actor individual capaz de accion

y reflexion simultaneas sobre

esta accion, muy parecido a un
cientifico estereotipico en el
escrutinio minucioso y el juicio

de fendbmenos experimentales

de interés. [Un individuo] cuyos
recursos mas vitales estan
aparentemente disponibles dentro
de su propia interioridad. [Un
individuo] que ya sabe lo que hace
y que solo necesita un entorno
facilitador para socializarse mas
plenamente e intelectualmente
(Martin, 2004, pp. 193-194, 197).

Mas de quince afnos después de la publicacion del
articulo seminal de Martin, muchos sistemas educativos
(¢quizas la mayoria?), alin se basan en esta concepcion
truncada del nifo que la pedagogia de inspiracién pia-
getiana y el constructivismo en general han defendido
con firmeza.

Portanto, no deberia sorprendernos que, en el marco de
un proyecto de investigacion actual sobre las matematicas
en laeducacién infantil, se nos recuerde sistematicamente
que las intervenciones pedagodgicas de los educadores
deben partir del nifio, de sus propias ideas e intereses.
Bajo esta perspectiva, el rol del educador consiste en
aprovechar los intereses del nifio y garantizar que el nifo
avance lo maximo posible en sus propias investigaciones;
se dice que los educadores deben asegurarse de que el
nifio alcance su mayor potencial.

Por supuesto, el problema no consiste en descartar los
intereses del nifo. Es absolutamente importante tener en
cuenta estas motivaciones. El problema reside en que los
intereses del niflo pueden no ser siempre suficientes. En
este punto, resulta interesante la distincion de Vygotsky
entre conceptos espontaneos y conceptos cientificos.

Conceptos espontaneos y cientificos

La nocién de concepto cientifico de Vygotsky es muy
compleja y no esta exenta de criticas. Sin embargo, hay
un aspecto en el cual considero que Vygotsky no admite
discusion: mientras que los conceptos espontaneos surgen
de la actividad espontanea del nifio,como en el juego libre,
los conceptos cientificos, por el contrario, requieren una
reflexién explicita y sistematica.

La singularidad de esta reflexiéon no solo radica en
su naturaleza consciente y sistémica, como afirmaba
Vlygotsky, sino también en que la reflexién del nifio refleja
una manera especifica, una manera cultural, de percibir
y abordar las situaciones que enfrenta.

Asi,cuando Magalie, de 2,5 afios, coloca formas geomé-
tricas en los espacios tallados en un rompecabezas de
madera, su actividad se basa en acciones perceptivasy
kinestésicas de ensayo y error. Magalie aprende a hacer
asociaciones y abstracciones, como la abstraccién del
color. El resultado de sus acciones y el uso de artefactos
culturales generan un concepto (cultural) espontaneo.

No obstante, la definicién del tridngulo que sostiene
en la mano en la figura 1, es decir, segln la tradicién



euclidiana, como una region cerrada formada por tres
segmentos lineales, no es algo que razonablemente espe-
rariamos que Magalie derive de su actividad espontanea.
Tampoco seria una expectativa razonable la clasificacion
de los tridngulos segun sus angulos o lados.

La definiciony clasificacion de las formas geométricas,
que forman parte de los conceptos cientificos de la cultura
de Magalie, requieren una actividad reflexiva consciente
y sistémica, asi como una perspectiva cultural especifica
para interpretar las formas.

Esta perspectiva cultural especifica para observar y
describir las formas no surge inicamente de las acciones
de Magalie, sino que también tiene raices en su cultura.
Por lo tanto, no sorprende que cuando observamos a
nifos pequefios comenzar a reconocer formasy a hablar
de ellas de manera sofisticada (como clasificarlas o darles
nombres) identifiquemos un complejo apoyo pedagégico
detras de suslogros. En lugar de ser cognitivamente neutro,
este respaldo pedagogico, que incluye material didactico,
organizacion socialy el didlogo entre el educadory el nifio,
se convierte en una parte integral de las conceptualiza-
ciones emergentes del nifio.

Figura 1. Magalie, de 2,5 afios, enfrentandose a una tarea de
asociacion de formas.
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Estas observaciones nos llevan a replantearnos la
cuestién del aprendizaje en la educacién infantil. Si bien
estoy de acuerdo en laimportancia de tener en cuenta los
intereses del nifo, es crucial reconocer que dichos intereses
y sus consiguientes logros, por sorprendentes que sean,
podrian no ser suficientes para que el nino comprenda
los conceptos cientificos de su cultura.

En este sentido, encuentro muy problematico asumir,
como suelen hacer los documentos politicos sobre la
educacion, aunque sea de forma implicita, que el nifo ya
llega al mundo provisto de la competenciay la racionalidad
necesarias para leer e interpretar el mundo.

De esta problematica suposicion surge el retrato ilusorio
delnifo, al que podriamos denominar el nifio heroico: un
cientifico en miniatura “cuyos recursos mas vitales estan
aparentemente disponibles dentro de su interioridad
desapegada” (Martin, 2004, p. 197) y que genera hipotesis
y teorias espontaneamente, dedicandose a falsificarlas y
corregirlas.

Debo sefalar que mi argumento no busca restarimpor-
tancia a lacompetencia del niflo para aprender. Los nifios
no solo son curiosos, sino también competentes (véase,
por ejemplo, Samara y Clements, 2009). Sin embargo,
sostengo que esta competencia no debe entenderse como
un atributo natural e intrinseco del nifio. Mas bien, es un
resultado evolutivo y dinamico de la vida del nifio en su
entorno conceptual, espiritual y material. La competencia
estd vinculada con las tareas educativas ofrecidas al nifio
y asuinteraccion con adultosy otros nifios. Es el desarro-
llo cultural de la competencia del nifio lo que le permite
leer el mundo de forma racional desde el punto de vista
culturaly cientifico.

A modo de conclusion

En este breve articulo, he esbozado una critica a una
concepcion persistente del nifilo que orienta las acciones
pedagogicas en la educacion infantil. Esta perspectiva,
que he denominado el nifio heroico, ha sido esencialenla
escuelay pedagogia centrada en el nifio (Neill, 1992; Rugg,
1969), y se fundamenta en la idea de que el aprendizaje
surge de las hazafas que el nifio despliega para satisfacer
su “curiosidad y exuberancia naturales” (OME, 2014, p. 7).
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Uno de los problemas inherentes a esta concepcion
es la consideracién del nifio como una entidad autosu-
ficiente, para la cual el contexto socio-cultural-histérico
es simplemente un conjunto instrumental de estimulos.
Lamentablemente, esta perspectiva distorsiona la forma
del proceso de aprendizajey, lo que es alin peor, creauna
brecha entre el nifio y su comunidad, asi como entre el
nifoy la culturay la historia.

Siguiendo una perspectiva vygotskiana, he abogado
aqui porunavision en la que el contexto, considerado como
un sistema vivo, esta lejos de ser simplemente un arsenal
de estimulos externos. Desde este enfoque vygotskijano,
las competencias del nifio para interpretar el mundo de
manera racional no son el resultado final de potenciales
intelectuales ya presentes en la interioridad del nifio
desde su nacimiento; mas bien, estas competencias para
interpretar el mundo son un resultado del aprendizaje.

En este marco, comprendemos la relacién entre el nifio
y su entorno social, histérico y cultural como relacién
dialéctica. Esto significa que, en su movimiento ontogé-
nico, el nifo llega a encarnar los sistemas de ideas y las
formas de accién de su cultura, sistemas que siempre
estan cargados de tensiones y contradicciones. Recipro-
camente, a medida que el nifio participa en las practicas
culturales, refuerza, reproduce y produce su cultura. Es
este movimiento dialéctico el que traté de ilustrar en un
texto donde tomé a Platéon como ejemplo. Al crecer, Pla-
ton aprendio griego y, desde su perspectiva aristocratica,
desarrollé una vision sobre como deberian practicarse las
matematicas, cobmo deberia ser la ciudad —la polis — y
quiénes deberian liderarla.

Platon nos brinda, a través de su obra, una invaluable
perspectiva para comprender la constitucién
dialéctica de la culturay el sujeto. Con una brillantez
incomparable, Platon formula una visién de la polis,
reveldndonos lo que significa ser un buen ateniense y
cdmo se debe vivir una vida plena (Radford, 2023, p.
222).

A lo largo de su obra, Platén plasma por escrito una
vision cultural de la vida y el mundo que lo rodea.

Sin embargo, al mismo tiempo, Platén es una
encarnacion de las tensiones y contradicciones
atenienses. Sin pretender restarle brillantez, Platon es
un producto de esas tensiones (p. 222).

Tanto Magali, la nifia de 2,5 anos de nuestro ejemplo,
como Platén encarnan su cultura en un movimiento dia-
léctico que, simultdneamente, la producen.

Estas reflexiones me han llevado a abogar por una vision
mas abarcadora e inclusiva de la relacién entre nifios y
educadores. En esta perspectiva, en lugar de concebirlos
como entidades opuestas, como sucede en el constructi-
vismo o en la ensefianza directa, se considera que nifosy
educadores trabajan juntos para hacer que las matemati-
cas surjan de formasricasy variadas, imaginando nuevas
practicas matematicas (Radford, 2023).

Referencias bibliograficas

Martin, J. (2004). La inadecuacion educativa de las concepciones del yo en
psicologia de la educacion. Interchange: A Quarterly Review of Education,
35, 185-208.

Ministerio de Educacion de Ontario (2014). ;Cdmo se aprende? Pedagogia
de Ontario para los primeros afios. Ottawa: Imprenta de la Reina para
Ontario.

Neill, A. S. (1992). Summerhill school: A new view of childhood. St. Martin’s
Griffin.

Radford, L. (2023). La teoria de la objetivacion. Una perspectiva vygotskiana
sobre saber y devenir en la ensefianza y el aprendizaje de las
matemdticas. Uniandes. https://bit.ly/Radford_TO

Rugg, H., & Shumaker, A. (1969). The child-centered school. World Book
Company.

Samara, J., & Clements, D. (2009). Early childhood mathematics education
research. Trayectorias de aprendizaje de los nifios pequerios. Routledge.

Vygotsky, L. S. (1987). Obras completas (Vol. 1). R. W. Rieber y A. S. Carton
(Eds.). Plenum.

Reconocimientos

Este articulo fue escrito en el marco de un programa de investigacion
financiado por el Social Sciences and Humanities Research Council of
Canada/ Le conseil de recherches en sciences humaines du Canada
(SSHRC/CRSH).

Una version anterior de este articulo apareci6 en B. D’Amore (Ed.), La
didattica della matematica: riflessioni teoriche e proposte concrete (pp.
15-18). Bologna: Pitagora Editrice, 2021.

Notas

1 Laurentian University, Canada.



-~ N
/// //\/ \\ \\ /<\
-~ L N S o N
~ ~ N U \ N
- e N N
-~ \, N
-~ ~ N\
< ~
N N Ty, \\
\\ / N ~
S ~
~ / ~
N - N
) ~ K
BN DIl - R

" PUBLICA
TU LIBRO
~ IMPRESO ~

//0
£
\\:&\\ \\\\\‘\/\\
LIBROS | MATERIALES | TESIS : TEXTOS
DE TEXTO ' DE CURSO ' INVESTIGACIONES ' LITERARIOS

TODO A GUSTO

Elige cuél seré el formato, el tipo de papel,
la caratula y el titulo que mas te guste.

ﬁE ¢ Coémo funciona?

autoreseditores .

info@autoreseditores.com
316 5195700

EIHIEI

:.-. ¢




94 | Tema central

Profesores de matematica,
departamentos de matematica
y comunidad de la educacion
matematica:

un dialogo imprescindible y necesario

1.‘&

Henry Alexander Ramirez Bern




Resumen

apremisafundamental que orientala presente
reflexion es que laintegraciény articulacién
deesfuerzosentre profesoresy departamentos
de matematica por una parte, y lacomunidad
de investigadores en Educacién matematica por otra,
es crucial para mejorar la formacion matematica de los
estudiantes universitarios? La discusidén presentada se
ubica, en la evidente distancia entre lo que sucede en
las aulas universitarias de matematica y los avances
en Educacion matematica, enfatizando en coémo esta
brecha podria afectar negativamente los procesos de
ensefianzay aprendizaje.
Palabras clave: ensefianza-aprendizaje de la matema-
tica universitaria, educacion matematica, profesores de
matematica universitaria.

Propdsitos de la reflexion

Como profesor de matematica universitaria, he obser-
vado repetidamente el deficiente desempefio de los estu-
diantes en matematica, evidenciado principalmente en
sus bajas notas en examenes y otras evaluaciones. Esta
situacién, aunque es solo una faceta de los procesos de
ensefianzay aprendizaje de la matematica universitaria,
desde mi perspectiva es la mas problematica, y afecta fun-
damentalmente a estudiantes, profesores y departamen-
tos de matematica®. Los departamentos de matematica,
las instituciones y los profesores implementan diversas
ideas y estrategias para mejorar el desempefo de los
estudiantes en matematica, pero en mi experiencia como
profesor universitario, he observado que estas iniciativas
no siempre producen los resultados deseados.

;Cudles son las posibles causas de este hecho que,
ademas, encuentro recurrente? Una respuesta parcial
a esta pregunta podria estar en que estas iniciativas
no toman en consideracién los multiples resultados
que ofrece la investigacién en Educacion matematica.
Incorporar estos resultados podria respaldar el disefio
e implementaciéon de soluciones cientificamente
fundamentadas para abordar las dificultades de los
estudiantesy podria ayudar a mejorar otros aspectos de
la ensefianza - aprendizaje de la matematica universitaria.

La presente reflexién surge, primordialmente, desde
la 6ptica (y experiencia) de un profesor de matematica
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universitaria en ejercicio que observa, muchas veces con
frustracién y con cierta impotencia, las situaciones de
fracaso de sus estudiantes en matematica y también,
en cierta medida, desde la éptica del investigador que
considera que aun hay mucho por aportar desde la Edu-
cacion matematica a la practica. Las ideas aqui expuestas
reflejan la postura especifica del autor y son, por tanto,
discutibles y controvertibles®.

Algunas estrategias e iniciativas
frecuentes en los cursos de
matematica

Para responder al deficiente desempefio en mate-
matica de los estudiantes, se proponen® e implementan
diferentes tipos de soluciones. Una estrategia frecuen-
temente usada es la oferta de diferentes tipos de cursos
de apoyo para los estudiantes: complementarios a los
cursos oficiales de cada asignatura, remediales, virtuales,
introductorios y asesoriasy tutorias personalizadas. Una
caracteristica comun de estos cursos es el énfasis que se
da a aspectos considerados problematicos para los estu-
diantes como dificultades algebraicas (como operaciones
entre expresiones algebraicas o solucién de ecuaciones)
o cuestiones aritméticas (por ejemplo, operaciones entre
fracciones). Algunas de estas iniciativas pueden tener
ciertos resultados considerados como “positivos”® pues
pueden ayudar a mejorar en el corto plazo el desempefio
de los estudiantes, pero es muy probable que a mediano
o largo plazo las dificultades de los estudiantes reapa-
rezcan. Esto Ultimo puede explicarse, al menos en parte,
porque no se abordan de manera consistente las posibles
causas de tales dificultades (que se podrian explicar en
gran parte con los aportes de la Educacion matematica).

Por ejemplo, si un estudiante resuelve ecuaciones
lineales despejando laincdgnita y usa expresiones del tipo
“lo que esta sumando pasa a restar” o “lo que esta multi-
plicando pasa a dividir” para justificar su procedimiento
y este aspecto de su argumentacién no se aborda, el pro-
blema muy posiblemente persista; en este caso, nociones
como la de “obstaculo didactico” (Brousseau, 1976, 1983)
y la de “transformacion semidtica de tratamiento” (Duval,
1993, 1996) podrian ayudan a explicar las posibles causas
de la situacion descrita.

En otros casos se interviene en alguna parte puntual o
especifica del proceso de ensefianza - aprendizaje con la
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esperanza (en algunas ocasiones) de lograr mejorar casi
gue inmediatamente el desempefio de los estudiantes;
por ejemplo, se enfatiza fuertemente en los aspectos
evaluativos: se implementan diferentes modalidades de
evaluacion, se “endurecen” o se “flexibilizan” los criterios
de evaluacién o se proponen las llamadas evaluaciones
conjuntas’. Sin embargo, si al mismo tiempo no existe un
seguimiento continuo del proceso de aprendizaje de los
estudiantes, mas alla de la evaluacion en el que se con-
sideren los aspectos problematicos de ese aprendizaje®
es muy probable que no se logren los resultados espera-
dos. Considero que no es posible resolver sélo aspectos
asociados a la evaluacion sin una reflexién critica sobre
los procesos de aprendizaje. Por otra parte, no se puede
pretender resolver cuestiones ligadas al aprendizajey la
evaluacién sin estar dispuestos a revisiones o seguimien-
tos profundos y detallados al desarrollo de los aspectos
curriculares ligados a los diferentes cursos de matematica
universitaria.

En otros casos se implementan estrategias como el aula
invertida o el aprendizaje basado en problemas, que no
estan especificamente enfocadas al aprendizaje matema-
tico. Con estas propuestas, existe el riesgo de que no se
logren los aprendizajes esperados, lo que puede llevar a
situaciones similares a las experimentadas en el pasado;
por ejemplo, el fracaso de ciertas herramientas enfocadas
alaensefianza de la matematicay cuyo origen se vincula
con la emergencia de las Matematicas modernas.

Como consecuencia del auge de las Matematicas
modernas surgieron diferentes herramientas que se con-
sideraban efectivas para la ensefianza de la matematica®
(D’Amore, 2024) como los bloques légicos de Dienes o las
regletas de Cuisinaire. Estas propuestas fueron cuestiona-
das criticamente por investigadores como Guy Brousseau
(D’Amore, 2024) por la falta de evidencia de sus pretendidos
aportes al aprendizaje matematico de los estudiantes?.

En 2015, D’Amore y Fandifio Pinilla presentaron un
analisis detallado de ciertas “propuestas metodolégicas
que constituyeron ilusiones en el proceso de ensefianza
de la matematica” (D’Amore, & Fandifio Pinilla, 2015, p.
7); los ejemplos mencionados en el parrafo anterior, asi
como los juegos ludicos y el uso de las TIC como garantia
de aprendizaje constituyen ejemplos de “instrumentos
ilusorios” (D’Amore, & Fandifio Pinilla, 2015, p. 25). D’A-
morey Fandifio Pinilla (2015) también se refieren a ideas
metodologicas que influyeron la ensefianza-aprendizaje
de la Matematica de formaiilusoria como la teoriaingenua

de conjuntos o las recetas metodolégicas para resolver
problemas.

La posible adopcién de propuestas como el aula inver-
tida o el aprendizaje basado en problemas (s6lo para
citar dos ejemplos) como metodologias pueden ser muy
“atractivas” para efectos de la ensefianza de la matematica,
pero no aportar de manera significativa a su aprendizaje.
No pretendo sugerir que estas metodologias no sean opor-
tunas, pero si que deben someterse a un analisis critico
y cientifico en el marco de la Educacion matematica (por
parte de departamentos de matematica y de profesores)
sobre su pertinencia en cada caso especifico. Un ejemplo
ilustrativo es el estudio de Funeme Mateus (2019) en el
que seimplementé el aula invertida para el desarrollo de
algunas clases de calculo diferencial (con estudiantes de
primer semestre de universidad); en estas se estudiaron
algunas aplicaciones de la derivada (razones de cambioy
problemas de optimizacion). En una de las conclusiones,
Funeme Mateus sefiala que esta tendencia en la ensefianza
puede ser Util en algunos aspectos, pero debe pensarse
“con mayor profundidad de forma que atienda realmente
a las necesidades y dificultades que enfrentan los estu-
diantes en sus procesos de aprendizaje, pues hasta el
momento se hace mayor énfasis en como ensefiary no en
como aprender. (FGneme Mateus, 2019, p. 171).

@

;Cuales son las posibles
causas de este hecho

que, ademas, encuentro
recurrente? Una respuesta
parcial a esta pregunta
podria estar en que estas
iniciativas no toman en
consideracion los multiples
resultados que ofrece la
investigacion en Educacion
matematica.



Una nota sobre la formacion de
los profesores de matematica
universitaria

Otro aspecto que quiero considerar aqui es el de las
posibles limitaciones en la formacion especifica de los
profesores de matematica universitaria en Educacion
matematica, lo que puede incidir negativamente en su
comprension de los procesos de aprendizaje matematico,
en sus estrategias de ensefianza y en la comprension de
las dificultades de los estudiantes. Como muestra de esto
ultimo puede citarse lo reportado por algunos estudios,
como los de Gagatsis y Kyriakides (2000) o Ramirez (2013)
en los que se evidencia que profesores universitarios sue-
len atribuir las causas de los errores de sus estudiantes
en matematica a cuestiones como la falta de interés o
la falta de comprension por parte de los estudiantes. De
acuerdo con Ball, Thames y Phelps (2008) los profesores
deben estar en capacidad de evaluar tanto los errores en
matematica de sus estudiantes como sus posibles causas.

Muchas veces se considera que es suficiente con una
sélida formaciéon matematica para asumir la responsa-
bilidad docente en los cursos de matematica universi-
taria, pero tan importante como esa solida formacion
matematica debe ser una comprensién profunda de los
procesos de ensefianza - aprendizaje de la matematicay
aun mas de las dificultades que enfrentan los estudiantes
al aprender matematica.

;{Cémo puede aportar la Educacion matematica a los
procesos de ensefianza aprendizaje de la matematica
universitaria?

El interés por la enseflanza - aprendizaje de la
matematica tiene algunos de sus primeros indicios
con Jean Le Ronde D’Alembert!' y mas adelante con la
fundacién de la Comisién Internacional de Instruccién
Matematica ICMI*%. La Educacion Matematica es funda-
mental para comprender criticamente los procesos de
ensefianzay aprendizaje de la matematica. Desde diversos
enfoques tedricos, se investigan las dificultades de los
estudiantes, cuestiones curriculares, formacion didactica
para los profesores y aspectos emocionalesy culturales.
En la Educacién matematica se reconoce la singularidad
de la matematica, lo que subraya la necesidad de una
didactica especifica.

Através de su dinamicay prolifica historia, son diversos
tanto los problemas abordados como los enfoques de
investigacién; por razones de espacio. aqui solo me refiero
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a dos ellos. David Tall (Artigue, 2016) lideré diferentes
estudios con un enfoque marcadamente cognitivo® en
los que se interesd por profundizar en diferentes aspectos
problematicos del aprendizaje del calculo y el analisis.

La teoria de obstaculos (Brousseau, 1976, 1983) ha
contribuido a explicar parte de las dificultades de los
estudiantes en su comprension de conceptos como los de
limite o delinfinito. Cornu (1991) estudié cuatro obstaculos
epistemologicos en la historia del concepto de limite
basandose en el trabajo de Brousseau. En Arrigo, D’A-
more y Sbaragli (2011), se presenta un estudio detallado
de la didactica del infinito matematico que incluye los
obstaculos epistemologicos y didacticos asociados a su
aprendizaje.

Artigue (2016) destaca la relevancia de teorias como
la Accién, Proceso, Objeto, Esquema (APOS) y la Teo-
ria Antropolégica de lo Didactico (TAD), asi como el cre-
ciente interés en aspectos semioticos del aprendizaje en
la investigacidon en Educacion Matematica universitaria.
Sin embargo, muchas de estas teorias, junto con otros
estudiosy resultados en el campo, son desconocidos para
muchos profesores universitarios de matematica.

@

[...] una debilidad aun
latente de la Educacion
matematica universitaria
“es la difusion insuficiente
de los resultados de
investigacion hacia

las comunidades o
profesionales relevantes, y
la influencia muy limitada
de nuestra investigacion
en las practicas de
ensefnanza universitaria”
(Artigue, 2016, p. 21).
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La necesidad del dialogo entre
la Educacion matematicay

la comunidad de profesores
universitarios de matematica

Aun hoy persisten discusiones entre profesores sobre
las dificultades de los estudiantes para comprender con-
ceptos como el de limite o el del uso de la derivada en
problemas de optimizacion. Amenudo, estas dificultades
se atribuyen a explicaciones simplistas como la pereza o
la falta de compromiso de los estudiantes. Es muy posible
que se sigan tomando decisiones curriculares, metodo-
l6gicas o programaticas sobre la ensefianza aprendizaje
de la matematica sin una base sélida en la investigacion,
sin una formacién adecuada de los profesores y sin metas
realistasy alcanzables en los procesos de formacién uni-
versitaria en matematicas. Por otra parte, como lo sefala
Artigue (2016), una debilidad aun latente de la Educacién
matematica universitaria “es la difusion insuficiente de
los resultados de investigacién hacia las comunidades
o profesionales relevantes, y la influencia muy limitada
de nuestra investigacion en las practicas de ensefianza
universitaria” (Artigue, 2016, p. 21).

@

De lo anterior, puede decirse que existe una brecha
evidente, una distancia marcada que, en mi opinidn,
puede (y debe) ser borrada (o al menos reducida) con la
participacion activa de profesores e investigadores en
Educaciéon matematica. No puede ser que los resultados de
lainvestigacion en Educacion matematica, tan relevantes
para comprender las complejidades de lo que significa
aprender matematica, se queden Unicamente en reposi-
torios institucionales o en las revistas especializadas y no
sean aprovechados de maneras oportunas en la practica.

Los resultados de la investigacién, fundamentales para
comprender las complejidades del aprendizaje matema-
tico, no deberian quedarse Unicamente en repositorios
institucionales o revistas especializadas, sino que deben
aprovecharse de manera oportuna en la practica educativa,
con lo que podria reducirse la evidente distancia entre la
investigacion en Educacién Matematica y su aplicacion
practica en el aula. La participacién activa tanto de profe-
sores e investigadores puede dinamizar tanto los procesos
de ensefianza aprendizaje de la matematica como las
investigaciones en Educacién matematica.

La Educacion Matematica es
fundamental para comprender

criticamente los procesos de ensefianza
y aprendizaje de la matematica.

Desde diversos enfoques tedricos,

se investigan las dificultades de los
estudiantes, cuestiones curriculares,
formacion didactica para los profesores
y aspectos emocionalesy culturales. En
la Educacion matematica se reconoce
la singularidad de la matematica,

lo que subraya la necesidad de una
didactica especifica.
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Notas

1 Doctorado Interinstitucional en Educacion. Universidad Distrital
Francisco José de Caldas.

2 Enel presente articulo se centra la atencidn en el caso de estudiantes
de programas de pregrado como Ingenierias, Ciencias econémicas
y administrativas y otros programas, diferentes a la carrera de
Matematicas, que incluyan cursos de matematica.

3 Merefiero a los departamentos de matematica que gestionan, organizan
y coordinan los cursos de matematica para las diferentes carreras de
pregrado en las universidades.

4 Algunas precisiones. En el presente articulo se hace referencia
especificamente a los procesos de ensefianza - aprendizaje de la
matematica universitaria para estudiantes de carreras de pregrado como
Ingenierias, Ciencias econémicas y administrativas y otros programas,
diferentes a la carrera de Matematicas. Aunque mucho de lo discutido
se suscribe al dmbito especifico de Colombia, es factible que docentes
de otros paises de Latinoamérica se identifiquen, al menos en parte,
con lo enunciado aqui. Adicionalmente, cuando se habla de profesores
o docentes se hace referencia especifica a profesores o docentes en
servicio (o en ejercicio).

5 Usualmente desde los departamentos de matematica.

6 Porejemplo, se sugiere revisar el articulo de Ramirez (2012).

10

11

12

13

Educacion matematica | 99

Evaluaciones disefiadas por equipos de profesores para aplicar a
diferentes cursos que toman una misma asignatura.

Por ejemplo, dificultades, obstaculos, errores; la evolucién de las
diferentes tipologias de ese aprendizaje (Fandifio Pinilla, 2010) en los
diferentes cursos, cuestiones asociadas al desarrollo del curriculo (por
ejemplo, pertinencia de los tiempos para estudiar los diferentes temas
a tratar en cada clase, competencias a desarrollar) y coordinacién entre
los profesores de una misma asignatura, para citar solo algunos.
Aungue se usaron fundamentalmente en educacion primaria, el ejemplo
citado ilustra una situacion que podria presentarse también en el caso
de la ensefianza-aprendizaje a nivel universitario.

Se sugiere, a quienes deseen profundizar sobre las criticas a estas
propuestas, revisar el citado articulo de D’Amore (2024); en este
documento se presentan algunos de los cuestionamientos de Guy
Brousseau a estas herramientas para la ensefianza de la Matematica.
D’Amore (2024) sefiala que Jean Le Ronde D’Alembert (1717 - 1783)

y Denis Diderot (1713 - 1784) intentaron responder preguntas como
“;Qué significa 'sencillo de entender'? ;Lo 'sencillo' es lo mismo para el
cientifico que para un nifio que aprende? ;O existe alguna diferencia? Si
es asi, jcual es?” (D’Amore, 2024, p. 196).

Por sus siglas en inglés. International Commission on Mathematical
Instruction.

Tall (1991) coordiné la publicacion del libro Advanced Mathematical
Thinking en el que se aborda el estudio de “los procesos de aprendizaje
de los estudiantes, los modos de pensamiento, concepcionesy
dificultades” (Artigue, 2016, p. 15).
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categoria de sujeto
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Es imposible comprender el mundo si se analizan los
fendmenos aislados entre si, como hacen los metafisicos.

Ovshi Yajot

Resumen

nestearticulo se exponen algunas notas sobre
laconcepciondialéctico-materialistadesujeto.
Se sugiere la importancia de discutir esta
concepcion a partir de algunas raices filosé-
ficas que posibilitan un acercamiento comprensivo a los
aspectos historicosy culturales que permean la categoria
de sujeto. Se consideran brevemente las repercusiones
educativas en términos de pensary desarrollar activida-
des a través de las cuales los sujetos encuentren formas
culturales de sery puedan expresarse a través de ellas.
Palabras clave: sujeto, actividad, cultura, dialécti-
co-materialista, historia, sociedad.

A manera de introduccion

Parece claro que los idealistas ortodoxos no necesi-
taran de la mediacién porque simplemente todo emana
de sus mentes. En contraste con esta postura idealista,
hay que reconocer que los conceptos, por ejemplo, son
formas de mediacién que implican que la realidad nos
llega transformada gracias a la actividad humana. En
otras palabras, la realidad no nos viene dada en bruto a
la mente (resulta modificada, transformada, adaptada
mediante el lenguaje que sufre iguales modificaciones),
como tampoco es meramente instrumental el papel de
los medios a través de los cuales nos llega. Tampoco es
dificil reconocer que nuestro cerebro opera a través de
recursos culturales. Pero dichos recursos no son simples
agregados a la actividad mental, mas bien elementos
constitutivos de esta.

La idea de cultura planteada indica una procedencia
desde la perspectiva antropologica y sugiere que el sujeto
que aprende es, también, un sujeto socio-histérico, un
sujeto que se encuentra inmerso en una cultura de la cual
hereda maneras de actuar, formas de hablary de razonar
(Montagu, 1968). La cultura crea formas especiales de
comportamiento y modifica la actividad de las funciones
mentales (Vygotsky, 1997). En tal sentido, seria dificil tanto
tedrica como pragmaticamente concebir al individuo como
aquel que esta movido por un poder de auto determina-
cion cuyos significados emanan del individuo en cuestién.
Aceptar esta posicion significaria desconocer, por ejemplo,
que los signos y los artefactos median (en el sentido de
hacer parte constitutiva de) en las formas de pensar de
los sujetos (Vergel, 2014), asi como desestimar el papel
de la culturay de la historia en las formas de pensary de
actuar de ellos. De hecho, “la historia de algo, sea lo que
fuere, guarda la mas estrecha e indestructible relacién
con laidea que de ese algo se tenga” (Hegel, 1955, p. 5).

Algunas consideraciones dialéctico-
materialistas sobre la categoria de
sujeto

Afirmar que el mundo es social y cultural no es un
eslogan. Es mucho mas profundo de lo que parece. Ten-
driamos que reconocer, por un lado, que dicho mundo esta
conformado por conceptualizaciones historico-culturales.
Pero no solo esto. Hay una dimensién de trascendencia
en el sentido de que estas conceptualizaciones nos supe-
ran, nos abarcan. El significado de trascendencia no se
entiende aqui en el sentido kantiano, pues las concep-
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tualizaciones aludidas aparecen inexorablemente en el
mundo material. Por ejemplo, aparecen en el lenguaje que
usamos, en nuestras intuiciones y en las decisiones que
tomamos, en las formas de pensar, en nuestras acciones
cotidianas, en fin.

De aqui que es dificil pensar al sujeto en el sentido
individualista, es decir, no dependiente de aspectos his-
toricos y culturales. Como bien lo sefiala Yajot (1973,
p. 33), “el hombre vive en la sociedad y es producto de
determinadas relaciones sociales y condiciones histori-
cas. Sélo sobre esta base puede ser comprendido”. Esto
significa, contrariamente a la posicion individualista,
ver a los sujetos como sujetos de necesidad y entidades
historico-culturales en perpetua transformacién. Es lo
que, desde la perspectiva de Spinoza, se entenderia como
“modo de la sustancia” (Espinoza, 2015). El sujeto o formas
del ser o “modo” seglin Spinoza, es entendido como “lo
que es y se define en relacion a la sustancia, por lo que
depende deella en todo” (Espinoza, 2015, p. 63). En otras
palabras, y siguiendo a Spinoza, esto significa que cada
uno de nosotros es una realidad singular, individual y
limitada por la sociedad, y es en la sociedad donde cada
uno de nosotros encontramos los elementos a través de
los cuales pensamos subjetivamente el mundo. Laidea de
sujeto autbnomo y terminado, que ya no tiene nada mas
que aprendery que esta ya desarrollado, no existe; siempre
nos estamos produciendo cotidianamente en la historia.

Claramente somos seres humanos que heredamos
formas de funcionamiento en sociedad?. Pero estas formas
de funcionamiento, o como diria Zubiri (2006), “modo
de estar en la realidad” o modo de estar en el mundo, se
entienden como “Principio de posibilidades’. Esto significa
que aquellos sujetos apoyados precisamente en el modo
recibido, determinan su modo de estar en la realidad
optando por aceptarlo, rechazarlo, modificarlo, etc. El ser
humano, mas alla de su aspecto individual (sus diferencias
respecto a los otros) y de su aspecto social (su convivencia
en sociedad), tiene un aspecto histérico en tanto que con-
tinuador. Siempre tendremos un “venirde” y un “ir hacia”,
siempre tendremos un caracter histoérico (Zubiri, 2006).
Como corolario podemos afirmar que si los elementos
historicosy culturales son periféricos, esto puede deberse
a que estamos considerando al sujeto como una entidad
sustancial kantiana. Es justamente la critica que hace Marx
en sus Manuscritos econémico filoséficos al discutir que es
imposible considerar al sujeto como una entidad ajena a
la sociedad en la que se encuentra. Dice Marx:

@

Hay que evitar ante todo el hacer
de nuevo de la “sociedad” una
abstraccion frente al individuo.
Elindividuo es el ser social. Su
exteriorizacion vital (aungque no
aparezca en la forma inmediata

de una exteriorizacion vita
comunitaria, cumplida en union de
otros) es asi una exteriorizacion y
afirmacion de la vida social’. (Marx,
1981, p. 146)

Y también afirma que “Asi como es la sociedad misma
la que produce al hombre en cuanto hombre, asi también
es producida por é1”* (Marx, 1981, p. 145). La concepcion
dialéctico-materialista de sujeto hace presencia en este
planteamiento de Marx. Es por ello que no puede pen-
sarse al sujeto ajeno a la sociedad, como se ha senalado
anteriormente, pues el sujeto es en si mismo una entidad
relacional, en tanto que es profundamente social no solo
porque es fruto de relaciones sociales, sino porque tam-
bién es una expresion o forma de la sociedad en que se
enmarca. En términos de Marx:

Elhombre asi, por mas que sea un individuo particular
(y justamente es su particularidad la que hace de él un
individuo y un ser social individual real), es, en la misma
medida, la totalidad, la totalidad ideal, la existencia sub-
jetiva de la sociedad pensada y sentida para si®. (Marx,
1981, p. 147)

Esta idea dialéctico-materialista eshozada interpela
necesariamente la idea de conciencia. Rosental y Straks
(1960, p. 158) sostienen que “en toda sociedad, cambia pri-
mero la vida material social,y después, y en consonancia
con ello, cambia también la conciencia de los hombres”.
Es claro que al cambiar la conciencia de los hombres



se posibilita el primer paso hacia la transformacion de
la sociedad. He aqui otra vez la fuerza de la concepcidn
dialéctico-materialista de sujeto.

Sintesis y consideraciones finales

La idea de sujeto discutida aqui puede tener profun-
dasrepercusiones desde un punto de vista educativo. No
considerar los aspectos histéricos y culturales en la idea
de sujeto, como se ha planteado en este articulo, y tal vez
conceptualizarlo como entidad sustancial kantiana, podria
ignorar el desarrollo de subjetividades criticas y correr
el riesgo de focalizar las actividades en la dimension del
saber, pero un saber desprovisto también de caracteristicas
histdrico-culturales. El sujeto que lee un libro o que aborda
una tarea matematica no esta solo, esta interactuando con
lasideas de otros. Es por esto que, como sugiere Garaudy
(1970, p. 100), “La subjetividad nace de la comunicacién.
Desde un principio yo me aprehendo como individuo
sobre un fondo de comunidad”. Quizas, para decirlo una
vez mas, el individuo es, para Marx, “el conjunto de sus
relaciones sociales” (Garaudy, 1970, p. 100).

Las repercusiones educativas aludidas podrian estar
orientadas hacia promover permanentemente el ejercicio
de plantear actividades a través de las cuales los sujetos
encuentren formas culturales de sery puedan expresarse
a través de ellas, a partir de formas de colaboracion e
interaccion humanas no alienantes. Dicha actividad o
trabajo “es un proceso que invade todo el ser del hombre y
constituye su caracter especifico” (Kosik, 1979, p. 217). Se
hace, pues, necesario pensary materializar actividades en
las cuales los estudiantes se posicionen criticamente frente
a ideas matematicas, cientificas, estéticas, etc., que dis-
cutanyargumenten, de manera que haya un crecimiento
subjetivo socialmente responsable de los estudiantes.

Dificilmente podriamos argumentar la idea segun la
cual “todo se origina en el individuo’, y que la historiay la
cultura existen, pero como aspectos periféricos o como
meras curiosidades intelectuales, no como categorias
orgdnicas en las explicaciones de las formas en que nues-
tros estudiantes llegan a aprendery a ser.
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Los problemas de
matematica en la practica
didactica

Bruno D’Amore. Coleccion didactica.
Editorial Magisterio. Bogotd, 2021. 417
paginas. Tamario 16x24.

ISBN: 978-958-20-1413-1

Resolver problemas de matematica es unade
las tareas que resulta mas dificiles para los
estudiantes en todos los niveles escolares.
Existen delicados aspectos cognitivos,
relativos a la matematica, como también
afectivos de diversa naturaleza. Es por esto
que, desde hace ya varias décadas, estudiosos
de psicologia, pedagogia, y didactica estudian
el.... problema de los problemas.

En este libro, el experto italiano en didactica
de la matematica Bruno D’Amore recoge,
ilustra y comenta (siempre criticamente)
todos estos estudios, proponiendo Hipotesis
personales con el Unico fin de ayudar a los
docentes a entender siempre mas y en
profundidad esta problematica ofreciendo
elementos cientificos para poder enfrentar
este tipo especial de didactica, de forma

concreta.

La matematica no sirve
para nada

Provocaciones y respuestas
para saber mas

Giorgio Bolondi y Bruno D’Amore
Editorial Magisterio. Bzzogota 2022.
Coleccion Didactica. Tamano 16x24.
139 paginas. ISBN: 978-958-20-1438-4

La matematica siempre deja una huella, en
quien la estudia, negativa; algunos quedan
fascinados descubriendo su sublime encanto;
otros laodiany larechazan generalmente sélo
por no conocerla en profundidad. Ninguno
queda indiferente. Y asi, también los grandes
personajes que poco o nada tienen que ver con
esta disciplina expresan su parecer, halagador
o de rechazo. Los autores Giorgio Bolondiy
Bruno D "Amore, apasionados y expertos de la
didactica de la matematica, eligieron algunas
frases que comentan, tomando como base el
ambito histdrico en el cual fueron expresados
como la actualidad de la misma, esto con el
objetivo deiniciar un didlogo con los lectores
que permita superar lugares comunesy abra
vastos horizontes acerca de la matematica,
fascinante disciplina que es humanismo,

légica y poesia, pero también musicay arte.

2 D‘Al“"’e

Memorias de una vida
Bruno D’Amore. Editorial Magisterio.
Bogota 2023. Tamano 16x24 cm.
Coleccion Didactica. 286 paginas.
ISBN: 978-958-20-1466-7

En este libro el autor narra en primera persona
medio siglo de actividad no sélo en didactica
de la matematica, una disciplina cientifi-ca
aun hoy en evolucién, a través de la descrip-
cién de las relaciones personales con nume-
rosos estudiosos extranjeros de gran impacto
dentro de estadisciplina, asi como también sus
incursiones en otros campos de la cultura que
ha explorado en el transcurso de su vida. Bruno
D’Amore ha dedicado su vida principalmente
al estudio de la didactica de la matematica.
Pero no ha dejado de lado incursionar en otras
aventuras, no sélo de caracter cultural.
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Historia de la Educacion
Matematica como
disciplina cientifica
Martha Isabel Fandifio Pinillay
Bruno D’Amore. Prélogos de Luis
Angel Bohérquez Arenas y de Giorgio
Bolondi. Cooperativa Editorial
Magisterio. Bogota 2024. Tamaiio
16x24 cm. Coleccion Didactica. 172
paginas.

ISBN: 978-958-20-1472-8

La disciplina “Didactica de la Matematica”
forma parte, en el mundo universitario ita-
liano, de la agrupacion MAT 04; los cursos
de esta disciplina se imparten en todas las
universidades italianas en distintos cursos
académicos: Facultad de Ciencias, carreras
para la formacién de profesores de primaria,
maestriasy doctorados de investigacion. Este
texto traza brevemente las lineas internacio-
nales de evolucion historica de esta disci-
plina, con sus antecedentes, en un intento
por explicar cudles han sido las premisas de
las condiciones actuales compartidas inter-
nacionalmente.

Por una teoria de las
didacticas disciplinares
Martha Isabel Fandino Pinilla y Bruno
D’Amore. Traduccidn: Cristian Camilo
Fineme Mateus. Editorial Magisterio.
Bogota 2024. Tamano 16x24.
Coleccion Didactica. 144 paginas.
ISBN: 978-958-20-1473-5

Este libro presenta un estudio sistematico
de las que hoy se conocen como didacticas
disciplinares. Aunque pertenecen al mundo
pedagégico de la Didactica, tienen especifi-
cidades propias que las caracterizan y distin-
guen, dado que desde hace algunas décadas
se reconoce a cada didactica disciplinar una
fuerte especificidad que tiene que ver con la
disciplina de referencia. Sin duda, la Educa-
cion Matematica fue la primera didactica disci-
plinar que se hizo auténoma, que evolucion6
de manera cientifica y que fue reconocida
como disciplina cientifica de pleno derecho
(una verdadera Matematica Aplicada); pero,
en opinion de los autores de este libro, todas
las didacticas disciplinares tienden hoy a desa-
rrollarse en la misma direccién.
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Teorias relevantes en
educacion matematica
Miglena Asenova, Bruno D’Amore,
Martha Isabel Fandino Pinilla, Cristian
Camilo Filneme Mateus, Maura lori,
George Santi, Miglena Asenova, Bruno
D’Amore, Martha Isabel Fandifio Pinilla,
Cristian Camilo Fineme Mateus,
Maura lori, George Santi. Prologo de
Rodolfo Vergel. Cooperativa Editorial
Magisterio. Bogota 2024. 192 paginas.
Tamafio 16x24cm. Coleccion Didactica.
ISBN: 978-958-20-1475-9

La Educacién matematica, considerada por
diversos estudiosos como una Matematica
aplicada (aplicada a la problematica del
aprendizaje escolar), tiene s6lo medio siglo
de historia; sin embargo, cuenta con todos
los prerrequisitos para ser considerada una
disciplina de investigacion cientifica estable.
Su nacimiento se remonta a la propuesta,
iniciada por Guy Brousseau ya en los afios
setenta, de la llamada “teoria de las situa-
ciones”; pero, a medida que haido evolucio-
nando lainvestigacion y los estudios relacio-
nados, tanto tedricos como empiricos, muchos
otros Autores han propuesto teorias que hacen
explicitos y formalizan elementos especificos
de la disciplina.
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La abuela de Pitagoras

La verdad sobre la invencion de
la matematica explicada a los
incrédulos

Bruno D’Amore y Martha Isabel
Fandifio Pinilla. Prefacio de Maurizio
Matteuzzi. Traduccion: Diana Milena
Celi Garzén. Editorial Magisterio.
Bogota 2024. Tamaiio 16x21.
Coleccion Aula Alegre. 174 paginas 4x4
tintas. ISBN: 978-958-20-1476-6

{Quién dijo que no se puede bromear con la
matematica? ;Quién nos impide pensar que
el teorema de Pitagoras fue demostrado no
por el grande matematico de Samos sino por
suadorada abuela? ;Por qué noimaginarnos
que el Teorema de Tales se relaciona con
dos gemelitos inquietos? O, quiza, ;que uno
de los axiomas de Peano surgié mientras
reflexionaba sobre los gastos de su empleada
domeéstica? O ;que el eje de ordenadas fue
afadido al eje de abscisasy no por la brillante
intuicion de Descartes sino por un sacerdote
que lo reprendia por libertino? ; por qué no?

peit

o

Cuando el alumno supera
al maestro

Bruno D "Amore. Editorial Magisterio.
Bogota 2022. Coleccion Didactica.
Tamaiio 16x24. 183 paginas. ISBN:
978-958-20-1439-1. Traduccion. Isabel
Cristina Cardenas

D'Amore alcanza multiples resultados: retine
unaserie de bellos relatos con lainventivay el
tono propio de la “ligereza” de Italo Calvino.
Contribuye a dar fuerza a un género cada
vez mas presente en la narrativa contempo-
ranea, es decir, el relato con fondo histoérico.
Y sobre todo pone en escena el gran tema no
so6lo antropolégico, sino también literario
y artistico de la convergencia - divergencia
generacional, proyectandolo sobre figuras del
pasado con una optica dirigida obviamente
hacia nuestro atormentado tiempo.

Historia de las
matematicas para ninos
simpaticos y curiosos
Bruno D'Amore y Martha Isabel
Fandiino Pinilla. Editorial Magisterio.
Bogota 2024. Tamaiio 16x21.
Coleccidon Aula Alegre. 80 paginas.
Tintas 4x4. ISBN. 978-958-20-1474-2

La matematica esta presente en el mundo
de maneras que el ser humano ha tratado de
encontrar desde el principio de los tiempos.
De este modo, ha descubierto la posibilidad
de medir un objeto con la luz solar, la perfec-
cion geométrica de una colmena o incluso lo
divertido que puede serjugar sumando nume-
ros. jAdelante! En estas paginas encontraras
anécdotas, datos curiosos y experiencias que
te demostraran que la magia de la matematica
ahora estd al alcance de tu mano. Martha
Isabel Fandifio Pinilla y Bruno D’Amore son
matematicos muy bien conocidos interna-
cionalmente, que se ocupan principalmente
de la Educacién Matematica; en este caso
decidieron buscar la forma de conquistar
la curiosidad de los nifios para contarles de
forma alegre, divertida y concreta coémo se
desarroll6 la Matematica y quiénes fueron
los principales creadores de esta disciplina.



Didactica de la matematica
D’Amore, Bruno. Coleccion Didacticas.
Editorial Magisterio. Bogota, 2da. ed.
2011. 470 paginas. ISBN: 978-958- 20-
0860-4

Este libro es un estudio en el que se habla
y reflexiona sobre la educacién y sobre las
matematicas. El objeto de esta reflexion lo
constituye la didactica de la matematica,
sobre la reflexién tedrica y la investigacion
en este campo, por ello también se habla
sobre indagacion sistematica y sobre método.
En este libro, Bruno D ‘Amore hace distintas
aproximaciones a la fundamentacion tedrica
y a la investigacion en Didactica de la Mate-
matica, con un planteamiento ordenado y
metddico.

En unos casos se ocupa de temas estricta-
mente curriculares, centrados en el conte-
nido matematico, como ocurre con el de-bate
sobre conceptos y objetos matematicos, el
analisis de los registros de presentaciones o
con el andlisis de las dificultades cognitivas.
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